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Definizioni di base

Semigruppo

Consideriamo un insieme 𝐺 non vuoto e un’operazione binaria (⊗) che agisce sugli elementi di 𝐺.

Per operazione binaria si intende un’operazione con due operandi.

L’operazionenonpuò restituire un elemento non appartenente al gruppodi partenza. Questa proprie‑
tà viene detta di chiusura:

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, ∃𝑐 ∈ 𝐺 ∶ 𝑐 = 𝑎 ⊗ 𝑏

Un’altra proprientà è l’associatività:

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 ∶ (𝑎 ⊗ 𝑏) ⊗ 𝑐 = 𝑎 ⊗ (𝑏 ⊗ 𝑐)

Ogni insieme che gode di queste due proprietà è detto semigruppo.

Monoide

Se nel semigruppo 𝐺:
∃𝑒 ∈ 𝐺 ∶ ∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑎 ⊗ 𝑒 = 𝑒 ⊗ 𝑎 = 𝑎

allora 𝑒 è elemento neutro e (𝐺, ⊗) è unmonoide.

Gruppo

Se in unmonoide 𝐺:
∀𝑎 ∈ 𝐺, ∃𝑏 ∈ 𝐺 ∶ 𝑎 ⊗ 𝑏 = 𝑏 ⊗ 𝑎 = 𝑒

allora 𝑏 è elemento inverso di 𝑎:
𝑎 = 𝑏
𝑏 = 𝑎

Se ogni elemento di 𝐺 è invertibile allora (𝐺, ⊗) è un gruppo.

Gruppo abeliano o commutativo

Se nel gruppo (𝐺, ⊗) l’operazione⊗ è commutativa allora esso è un gruppo abeliano o commutati‑
vo.
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Ordine di un gruppo

L’ordine di un gruppo finito (𝐺, ⊗), indicata con 𝑜(𝐺) è la cardinalità di quel gruppo.

Gruppo ciclico

Ungruppo finito è ciclicoquandohannoalmenounelemento cheapplicatoall’operazionedel gruppo
un determinato numero di volte può generare tutti gli altri elementi del gruppo stesso.

Se ∃𝑔, 𝑛 ∈ 𝐺 ∶ ∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑎 = 𝑔 ⊗ 𝑔 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑔 [𝑛 volte] = 𝑔𝑛 ⇒ 𝐺 è ciclico

Se un gruppo è commutativo allora ha almeno un generatore (e viceversa).

Prendendo (𝑥) l’insieme degli elementi generati da 𝑥:

∀𝑥 ∈ 𝐺, (𝑥) = 𝐻 ⊆ 𝐺

Lemmi

L’elemento neutro di un gruppo è unico

Dimostrazione:

∃ 𝑒, 𝑓 ∶ 𝑒 ≠ 𝑓 ∶ ∀𝑎 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑒 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑒 = 𝑓 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑓 = 𝑎 ⇒ 𝑒 = 𝑒 + 𝑓 = 𝑓

Leggi di cancellazione

Dato un gruppo 𝐺 e tre elementi 𝑎, 𝑥, 𝑦 appartenenti a 𝐺 se 𝑎 + 𝑥 = 𝑎 + 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦, e viceversa, se
𝑥 + 𝑎 = 𝑦 + 𝑎 ⇒ 𝑥 = 𝑦.

Dimostrazione:

𝑥 = 𝑒 + 𝑥 = (𝑏 + 𝑎) + 𝑥 = 𝑏 + (𝑎 + 𝑥) = 𝑏 + (𝑎 + 𝑦) = (𝑏 + 𝑎) + 𝑦 = 𝑒 + 𝑦 = 𝑦

Unicità dell’inverso

∀𝑎 ∈ 𝐺∃!𝑏 ∈ 𝐺 ∶ 𝑏 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑏 = 𝑒
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Dimostrazione:
∀𝑎 ∈ 𝐺∃𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 ∶ 𝑏 = 𝑎 ∧ 𝑐 = 𝑎 ∧ 𝑏 ≠ 𝑐

𝑒 = 𝑎 + 𝑏 ∧ 𝑒 = 𝑎 + 𝑐
𝑏 = 𝑐

L’inverso dell’inverso è l’elemento stesso

∀𝑎 ∈ 𝐺 ∶ (𝑎) = 𝑎

Dimostrazione:
𝑏 = 𝑎

𝑏 + 𝑏 = 𝑒
𝑏 + 𝑎 = 𝑒

𝑏 + 𝑎 + 𝑎 = 𝑒 + 𝑎
𝑏 + 𝑒 = 𝑎

𝑏 = 𝑎
(𝑎) = 𝑎

(𝑎 + 𝑏) = 𝑏 + 𝑎

Dimostrazione:

(𝑏 + 𝑎) + (𝑎 + 𝑏) = 𝑏 + (𝑎 + (𝑎 + 𝑏) = 𝑏 + (𝑎 + 𝑎) + 𝑏 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑏 = 𝑒

Federico Zotti 4


	Definizioni di base
	Semigruppo
	Monoide
	Gruppo
	Gruppo abeliano o commutativo
	Ordine di un gruppo
	Gruppo ciclico

	Lemmi
	L’elemento neutro di un gruppo è unico
	Leggi di cancellazione
	Unicità dell’inverso
	L’inverso dell’inverso è l’elemento stesso
	\overline{(a+b)} = \overline{b} + \overline{a}


