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1 Insiemi

1.1 Notazione

Per elenco: Prima operazione, poi insieme di partenza

A={1,23,45}

B ={ n?|nnaturale }

Per proprieta: Prima insieme che scelgo, poi la proprieta che verifico

C = { nnaturale | n € un quadrato }

Altri simboli:

appartiene > a€ A
non appartiene - a ¢ A
e sottoinsieme - A C B
e sottoinsieme stretto - A C B
insieme vuoto — @
unione - AU B|V
intersezione - AN B| A
sottrazione - A\ B

cardinalita — |A|

1.2 Prodotto cartesiano

Dati due insiemi A e B, il loro prodotto cartesiano e I'insieme delle coppie (a, b) con

a€ A,be B.

Siindica con A x B.

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 6
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|Ax B| =|A]| - |B|

Es:

A={1,2,3}

AXA={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3) }

1.3 Insieme delle parti

Dato A, P(A) é 'insieme di tutti i sottoinsiemi di A.

|P(4)| =2\

Es:

A={1,2}

P(A)={2.A,{0}.{1}}

2 Funzioni

Come si descrive una funzione:

1. Uninsieme di partenza (A) (dominio);
2. Uninsieme di arrivo (B) (codominio);

3. Unaseriediregole che ad ogni elemento di A associa un unico elementodi f(a) € B.

f:A—> B

Il grafico di una funzione é:

g={(a,f(a) EAXBlae A}

={(a,b) e AXB|b= f(a)}

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 7
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2.1 Funzioni Iniettive e Suriettive

Sia f : A — Bunafunzione.

« fsidiceiniettiva se manda elementi distinti di A in elementi distinti di B.

a EA,aZGA,al #a2:>f(al)7éf(az)

ovvero se

flay) = flay) = ay =a,

« fsidice suriettiva se ogni elemento di B e ottenuto da almeno un elemento di A

tramite f.

Vbe Blae Atc. f(a)=b

Una funzione si dice biunivoca se € sia iniettiva che suriettiva.

Teo: Una funzione f : A — B¢ biunivoca se e solo se e invertibile, cioe se e solo se

esiste una funzioneg : B —> At.c.:

g(f(a) =aVac A

f(g(0)) =bVbe B

Oss:

f:A—>B

« éiniettiva se ogni elemento di B é ottenuto da al pit un elemento di A tramite f;

« e suriettiva se ogni elemento di B & ottenuto da almeno un elemento di A tramite

f.

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 8
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2.2 Immagine e controimmagine

Sia f : A — Bunafunzione.

« Seb= f(a)cona € A, b € B,sidice che be immagine di a tramite f;,

+ Sia C C A un sottoinsieme, si dice immagine di C tramite f I'insieme degli elementi
di Bche sonoimamginedielementidiC. f(¢c)={f(a):a€eC}CB

« Immaginedi A: f(A)={f(a) :a€ A}

« Sia D C Bun sottoinsieme, si dice controimmagine di D tramite f l'insieme di tutti
gli elementi di A che hanno immagine contenuta in D.

+ Controimmaginedi D: f~'(D)={a€ A : f(a) € D} (definita anche se fnon &

invertibile).

3 Numeri Reali

3.1 Insiemi numerici

Naturali: N=1{0,1,2,3,...}

. Razionali:Z={% :meZneN\{0}}
+ Reali: R

« Irrazionali: Q

« Complessi: C

NcZcRcQcC

3.2 Proprieta dei numeri reali

Sono di tre tipi:

« Algebriche;
« Di Ordinamento;

« Assioma di Continuita.

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 9
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3.2.1 Algebriche

Sui numerireali sono definite due operazioni + e -, dette somma e prodotto, con le seguenti

proprieta:

« Relative alla somma:

Commutativa:a+b=b+aVa,beR (nzaq,rc

Associativa: (a+b)+c=a+(b+c)Va,b,c € R(nzaq,rc)

Elemento neutro somma: 30 € Rt.c.a+0=aVa € R (n,zq,r,c)

Esistenza dell’inverso: Vae R3Ibe Rt.c.a+ b=0(zq,rc)

« Relative al prodotto:

Commutativa:a-b=b-aVa,beR(nzq,rc)

Associativa: (a-b)-c=a-(b-c)Va,b,c € R(n,zq,rc)

Elemento neutro prodotto: 31 e Rt.c.a-1=aVa € R(n,zq,r.c)

Esistenza dell’inverso: Va e R3Ibe Rt.c.a-b=1(q,rc)

o Distributiva:a- (b+c¢)=ab+acVa,b,c € R (n,zq,rc)

3.2.2 Di Ordinamento

Dati due numeri reali x e y, si ah sempre che x > y oppure x < y. Tale ordinamento ha le

proprieta:

« Riflessiva: x > xVx e R

o Antisimmetrica:sex > yAy > x,allorax=y
» Transitiva:sex > yAy > z,allorax >z
esex>yallorax+z>y+zVzeR

e sex>y,allorax-z>y-zVzeRconz>0

QuestevalgonoinN, Z,Q, R, manoninC.

3.2.3 Assioma di Continuita

Dati A, B C R sottoinsiemi diversi da @. Diciamo che A sta tutto a sinistra di Bse a <

bVae A, VbeB.

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 10
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L’assioma di continuita dice che se A sta tutto a sinistra di B allora esiste almeno un

ceRtc.c>aVae A;c <bVbeEB.

c non e obbligato ad essere unico; c puo appartenere ad A, a B o anche a entrambi

(in questo caso e unico elemento “separatore”).
Es:

A={x€Q:x>0Ax*<2}
B={x€Q:x>0Ax*>2}
seae A,LbeB—-a>b
?=2
Questo e impossibile in Q, quindi ’'assioma di continuita non vale in Q.

Conclusione: sui numeri reali, \/5 e I’elemento separatore tra A e B e si puo dimostrare

che é unico.
3.3 Sottoinsiemi dei reali

(a,b) C R e l'intervallo separato da estremia, b € R (con a < b).

e la,bl=(a,b)={x€eRt.cca<x<b}

e [g,b]={xeRtc.as<x<b}

4 Inferiore, Superiore, Massimo e Minimo

Sia A C R un sottoinsieme non vuoto.

M € Rsidice maggiorantediAse M >aVa€ A

m € R sidice minorantediAsem <aVae€ A

Minoranti e maggioranti non sono obbligati ad esistere. Ad esempio A = N ha minoranti

ma non ha maggioranti.

Se esiste un maggiorante invece, ne esistono infiniti. Se M e un maggiorante, anche M + 1

lo &. Lo stesso vale per i minoranti.

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 11
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A C R, A # @ sidice superiormente limitato se ammette un maggiorante e inferior-
mente limitato se ammette un minorante. Si dice limitato se € contemporaneamente

superiormente e inferiormente limitato.

Es:

« A = (0, +inf) € inferiormente limitato ma non superiormente

e B={ % : n € N} e superiormente limitato, ma non inferiormente

« C =(1,7] élimitato

M € Nsidicemassimodi A (esiscrive M =maxA)seM € AAM >aVa€ A

m € N sidice minimodi A (esiscrivem =minA)seme AAm<aVa€e A
max e min non sono obbligati ad esistere, nemmeno per insiemi limitati.
Es:
« A = (0, 1) non ha né max, né min

max e min, se esistono, sono unici.

4.1 Estremo superiore ed Estremo inferiore

SiAaACR,A#@.

Si dice che sup A = +inf se A non e superiormente limitatoosupA = L € Rseloée L
e il minimo dei maggioranti.
Sidice cheinf A = —inf se A non € inferiormente limitatooinfA =/ € Rseloeel¢il

massimo dei minoranti.

Es:

« supN = +inf
« infN=0

e sup(0,1)=1

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 12
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Teo: Se A C R, A # @ e superiormente limitato, allora il minimo dei maggioranti esiste.

Dim: SiaB={x € R|x >aVa € A} linsieme dei maggioranti. Allora A sta tutto
a sinistra di B. Per ’'assioma di continuita c’e un elemento separatore ¢ € R, ovvero

c<bVbe Bec>aVae A = ¢ € B. Quindic = min B.

Esercizio per casa #todo-compito: Enunciare e dimostrare il teorema analogo per il

massimo dei minoranti.

4.1.1 Caratterizzazione diinfe sup

+supA=+infseVM € R Ja € At.c.a > M (ovvero se posso trovare elementi di A
grandi quanto voglio)
+infA=—-infseVM e R3Iac Atccas< M

s supA=LeRse

- a< LVYae€ A(Leéunmaggiorante)

-Ve>03dae Atc.a>L—¢
«inffA=L eRse

- a>1Yae€ A(léunminorante)

-Ve>03dae Atc.a<l+e

Se esiste M = max A allora sup A = M. Se esiste m = min A allora inf A = m. sup A non

obbligato ad appartenere ad A, ma se vi appartiene € il massimo. Stessa cosa per inf A.

5 Funzioni reali

f:R—->Roppuref: A—-R.
Graficodi f = {(x,y) eR? : y= f(x)} (R* = R X R).

Proprieta di simmetria:

« fsidice parise f(x) = f(—x) Vx € R (simmetrica rispetto all’asse y)

« fsidicedisparise f(x) = —f(—x) Vx € R (simmetrica rispetto all’origine)

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 13
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+ fsidice periodicase3dT > 0t.c. f(x+T) = f(x) Vx € R (il grafico si ottiene
traslando il pezzo [0,T] in [T, 2T], [T, 3T), ...)

Se f : R — R edispari, allora £(0) = 0.

Se T e un periodo, anche 2T, 3T, 4T, ... lo sono. Il minimo periodo & il piu piccolo T (se

esiste) percuivale f(x+T) = f(x) VT € R.

Proprieta di monotonia:

« fsidice strettamente crescentesex >y = f(x)> f() Vx,yER
« fsidice strettamente decrescentesex >y — f(x) < f() Vx,yER
+ fsidice debolmente crescentesex >y = f(x)> f(») Vx,yER

« fsidice debolmente decrescentesex >y = f(x) < f() Vx,yER

Se f e strettamente crescente allora & anche debolmente crescente. Se f e strettamente

decrescente allora é anche debolmente decrescente.

Se fésiadeb. crescente che deb. decrescente allora e costante.

5.1 Grafici, Iniettivita e Suriettivita

+ Suriettiva < in ogni elemento dell’insieme di arrivo termina almeno una freccia
(tutto I'asse y € “coperto”)

« Iniettiva <= in ogni elemento dell’insieme di arrivo termina al pit (0]1) una freccia
(I’asse y € “coperto” solo una volta)

« Retta orizzontale: y = 4

« Graficodi f: y = f(x)

« Intersezioni: f(x) = 4

finiettiva < f(x) = Ahaalpitunasoluz.VieR

fsuriettiva < f(x) = Ahaalmenounasoluz.ViAeR

Se f & pari o periodica non ¢ iniettiva. Se f e strettamente crescente o strettamente

decrescente allora € iniettiva.

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 14
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6 Funzioni elementari

6.1 Potenze pari

f)=x* keN\{0}

« ConR — R (non iniettiva o suriettiva).
« Con R, — R (iniettiva ma non suriettiva)
« ConR — Ry (non iniettiva ma suriettiva)

« ConR,4 = Ry (biunivoca)

Quindi l'inverso &

g . RZO e d RZO

g(x) = Vo

Oss: f(x) = x%¥ & una funzione pari, strettamente crescente su [0, +0) e strettamente

decrescente su [—oo0, 0).

| Oss: la funzione f(x) = |x| ha le stesse proprieta.
6.2 Potenze dispari

f=x*"" keN
E una funzione dispari.

+ R = R (biunivoca)

L’inverso é definito come

g R->R
2k+1
g(x) = \/x

Vale lo stesso per f(x) = ﬁ

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0
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['warning] Confermare la funzione
| 0ss: f(x) = x***! & strettamente crescente su R.
6.3 Esponenziali

f(x)=a" cona>1

+ R — R (iniettiva)

+ R - R, (biunivoca)
L’inversa e

g(x) =log, x
| Ese: fate lo stesso per f(x) =a*con0<a< 1
| Oss: sea € (0,1) allorab = % € (1,+).
6.4 Funzioni trigonometriche
6.4.1 Seno
f(x)=sinx

f : R - R é periodica di periodo minimo 2z ed & dispari (sin(—x) = — sin x).

« R = R (non iniettiva e non suriettiva)

. [_g, g] s [~1,1] (biunivoca)
L’inversa e

L [=1,1 [—f, E]
gl 1= 7'
g(x) = arcsin x

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 16
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Oss: arcsin(sin(%ﬂ)) = g #* %ﬂ'
6.4.2 Coseno

f(x)=cosx

f 1 R = R é periodica di periodo minimo 2z ed & pari (cos x = cos(—x)).

« R = R (non iniettiva e non suriettiva)

« [0, 7] = [—1, 1] (biunivoca)

L’inversa

g [-1,1]1 = [0,7]

g(x) = arccos x
Oss: arccos(cos(%zr)) # %n
6.4.3 Tangente

sin
f(x)=tanx = 22X

COS X

e R\ { % + kr, k € Z} — R e periodica di periodo minimo = ed & dispari (solo

suriettiva)

“R\{Z+kn keZ} - (—g, g) & dispari (biunivoca)

L’inversa &

'R (—f,f)
£-771 733

g(x) = arctan x

7 Trasformazione di grafici

Dato f : R —» R.

« Simmetria assiale rispetto all’asse x: y = — f(x)

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0
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« Simmetria assiale rispetto all’asse y: y = f(—x)

« Traslazione del vettore (0, ¢) (verso l'altosec > 0): y = f(x) + ¢

« Traslazione del vettore (—c, 0) (verso sinistrasec > 0): y = f(x + ¢)
« Compressione verso |’asse x (dilatazionesec > 1): y = f(x) - ¢

« Dilatazione verso l’asse y (compressionesec > 1): y = f(x - ¢)

« Ribaltamento sull’asse x: y = | f(x)|

« Ribaltamento sull’asse y: y = f(|x])

8 Successioni

8.1 Terminologia

Sia P(n) una affermazione a proposito del numero n € N. Sara vera o falsa a seconda del

valore di n.

Diciamo che:

« P(n) é vera frequentemente se e vera per infinitin € N
« P(n) € vera definitivamente se € vera “da un certo punto in poi”, cioe se In, €

Nt.c. P(n)éveraVn > n,
| Oss: Definitivamente — Frequentemente.

Es:

1. n% > 1000 & vera definitivamente

2. n® @ multiplo di 8 & vera frequentemente, ma non definitivamente

3. n+ 1> 3" éfalsa definitivamente
8.2 Succesioni a valori reali

Def rigida: una successione a valori reali € una funzionea : N - R.
Di solito, invece di scrivere a(n), si scrive a,,.

Oss: cosi non € possibile considerare a, = %
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Def piu elastica: una successione a valori reali & una funzionea : A - Rcon A C N,

tale che3ny € NpercuiVn > ny,n € A (tale che n € A definitivamente).

8.3 Limite di una successione

Sia a, una successione. Abbiamo 4 possibili comportamenti:

1. lim,,,a,=¢(a,—>7¢; ¢ €R)
2. lima, =+ (a, - +)
3. limag, = - (a, > —)

4. lim a, non esiste (a, & indeterminata)

Def:

« Una successione e di tipo 4. se non & di nessun degli altri tipi

« Una successione e di tipo 2. se VM € R,a, > M definitivamente (YM €
R, 3ny, e Nt.c.a, > M Vn > ny)

« Una successione e di tipo 3. se Vm € R, a, < m definitivamente (Vm € R, 3n, €
Nt.c.a, <mVn>ng)

+ Una successione e di tipo 1. se

- Ve>0,a, €[f - ¢, + €] definitivamente v
- Ve> 0,7 —€ < a, <+ e definitivamente v

- Ve >0,|a, —¢| < e definitivamente
Varianti di 1.:

« a,— ¢*tendeasdadestraseVe > 0,7 < a, < ¢ + ¢ definitivamente

» a, — ¢ tendea/ dasinistraseVe > 0,7 — € < a, < e definitivamente
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8.4 Teorema di unicita del limite

Una successione ricade sempre in uno e uno solo dei quattro tipi di comportamento.
Se poi ricade nel tipo 1. (Z € R), il valore # € unico.

Dim: se a, & ditipo 1. cioe a, — ¢, allora definitivamente# -1 <a,<¢+1.1-1<aq,
implica che non puo essere di tipo 3.. a, < ¢ + 1 implica che non puo essere di tipo 2..
Inoltre se e di tipo 2., definitivamente si avra a, > 1. Se é di tipo 3., definitivamente si
avra a, < —1. Queste condizioni non possono accadere insieme.

) . £
Infine,sea, —» ¢, a, > ¢, con?; # ¢,, allorafisso e = 4=l

. Quindi a,, si ritrova
in due intervalli contemporaneamente: 7| —¢ < a,<¢|+eet, —e < a,< ¢, +e¢.

Se/, <?¢,allorad, +e < ¢, —¢e.Dunquea, < ¢, +€ < ¢, — ¢ < a, definitivamente.

Questo é assurdo!
8.5 Limitatezza delle successioni convergenti

+ Sea, > ¢ €Rallora{a,|neN}eélimitato
« Sea, —» +ooallora { a, | n € N } e inferiormente limitato

+ Sea, » —allora { a, | n € N} & superiormente limitato

Dimostrazione nelle slide. #view-slide

8.6 Teorema di permanenza del segno

+ Sea, » ¢ € (0,+00) 0se a, - +oo allora a, > 0 definitivamente

+ Sea, > 0definitivamente ese a, — # alloraZ > 0 oppure ¢ = +©

Dimostrazione nelle slide #view-slide

Oss: vale lo stesso risultato con i negativi.

+ Sea, » ¢ € (—»,0)05sea, > —o allora g, < 0 definitivamente

+ Sea, < 0definitivamente ese a, — ¢ alloraZ < 0oppure = —
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8.7 Rettareale estesa

R=RU {400, -}

+ Posso scriverea, — ¢ € R per unificare i tipi 1., 2., 3.

« Le operazioni di R si estendono a R quasi bene:

+x - (+00) = +00
=X+ (£00) = Foo
X+ (+o0) = +o0
(+0) - (+00) = +o0
(=) - (=00) = +c0
(=) - (=00) = +0c0
<=0

« Cisono 2 eccezioni:

1. Le 7 forme indeterminate:

2. Ledivisioni per0

8.8 Teoremi algebrici

Siano a,, b, successioni, a, — £; € R, b, — ¢, € R, allora:
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an + bn g ll + 12
a, — bn - ll - 12
a, - bn - ll 12
a, ll
— _) —_—
bn 12
anbn — 1112

Con le dovute eccezioni di co.

8.9 Teoremi di confronto

<b

n—=n

Sea definitivamente, allora:

1. Sea, »aeb, - b,alloraa<b
2. Sea, - +0,allorab, - +oo

3. Seb, » —0,allorag, - —

Sea,, b,, c, sono tali che a, < b, < ¢, definitivamente e a, — ¢, ¢, = ¢ (lo stesso # € R)

n>=n’

allora b, — . (teorema del carabiniere).

Es: lim n+ cosn.

n—+oo

VneN,cosn>—-1 = n+cosn>n—1

Per il teorema del confronto a 2, visto chelim,_, . n — 1 = [+c0 — 1] = 400, ho che

lim,_ , n+cosn=+oo0

T sinn
Es: lim, ,,  ——

. 1 . 1
VneN,—-1<sinn<l = ——-<sinn< -
n n

s 1 .
E poichélim,_, , o, ——=lim, "

% = 0, per il teorema del confronto a 3 sinn_, 0.
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9 Tecniche di calcolo dei limiti

Fatto N.1

lim n% =400 Va>0

n—+o0o

Fatto N.2

lim n%=0" Ya<0

n—+oo

e pa — 1 ;
Oss: n® = — = lim,_, n—>+00 7=z

n® = lim L=|&] =0
Ricordare negli esercizi di scrivere teoremi algebrici dove vengono usati.

9.1 Disuguaglianza di Bernoulli

VneN, Vx>—-1 siha (1+x)">1+nx
Fatto N.3

lim 4" =+ Va>1
n—+o0o

Dim:ad"=(0+@-1)">1+nla—-1) - [1+o0(a—1)] = +00 = a" — +oo peril

confronto a 2.

Fatto N.4

lim a"=0 VOo<a<l1

n—+oo

Dim:a=%conb> 1eb"—>+ooquindia”=b—1n—>0+.
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Fatto N.5

lim a» =1 Ya>1

n—+oo
. 1
Dim:a» >1VneN

Finire la dim dalle slide #todo-uni .

9.2 Dimostrazione teorema del confronto a 2

Sappiamo che a, < b, definitivamente

n—-n

1. Sea, — a, b, — b,vogliamo dimostrare chea < b
Per assurdo, se b < a, posso scegliere e > O tale chee < “T_b >b+e<a-—e.

Allora definitivamentea, > a—eeb, < b+¢,quindib, < b+e <a-¢ < aq,

definitivamente.

Cio significa che b, < a,,, il che € assurdo.

2. Sea, » +0,VM € R, hoa, > M definitivamente = ho b, > a, > M definitiva-

h =— "n —

menteVM € R= b, - +o.

3. Ugualea2.

10 Criterio del rapporto & Criterio della radice

10.1 Criterio del rapporto

Sia a,, una successione definitivamente positiva (> 0). Supponiamo che

a
lim L — £ €0, +o0]
n—+o0 a,

allora

l.se/<1l,a,—-0
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2. se>1,a, > +o0

3.5/ =1,77

10.2 Criterio della radice

Sia a, una successione definitivamente > 0. Supponiamo che

lim +/a, =¢ € [0, +c]

n—+o0o
allora

l.se/<1l,a,—-0
2. se>1,a, - +o0

3.se¢=1,7?

Es: a, = n con i teo. algebrici ottengo [¥2], quindi
] ' +o0™’

(n+1)y>
an 2n+1

+1 1<n+1)3 1
—_— —_ - —)_
a n 2 n 2

n —_
n

per il criterio del rapporto a,, — 0.

Fatto N.6 (Esponenziale batte potenza)

lim =0 Vb>1, VaeR

10.3 Fattoriale

lim n! =400
n—+o0

Fatto N.7 (Il fattoriale batte I’esponenziale)

n

lim b—=0 Vb >0

n—+oo p!
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**Fatto *N.7** n”" batte il fattoriale *

10.4 Gerarchia degli infiniti

1. n"
2. n!
3.0
4. n®
5.n
Attenzione: nella gerarchia degli infiniti, dovete rispettare religiosamente le espres-

2
sioni date. n! batte 2", ma non so cosa fa con 2",

10.5 Criterio del rapporto-radice

Supponiamo g, > 0 definitivamente e che

a

. n+1
lim
n—+oo an

=7 € [0,+0]

allora

lim y/a,=¢ (stesso?)

n—+o00

. n
Es: lim,_, \/Z =7

Applico il criterio rapporto-radice con a,, = n, che e definitivamente > 0. Ho che

. an+l_ . n+1_ . l_ . n _ . n _
lim — = lim = lim I+-=1 = lim \/;—nkllloo\/an—l

n—-+oo an n—-+oo n n—+o0o n n—+oo
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. n
Es: lim, ,,  Vn® ="

n a 1
lim \/n?= lim n» = lim (n")* =1

n—+0o0 n—+0o n—>+00

Es: lim,_ .o, Vn/ —n2+1="2
Ha senso perchén’ — n* + 1 —» +00 = & definitivamente positiva per il teorema di

permanenza del segno.

Fatto N.8
liin v/ polinomio = 1 V polinomio
n—-+oo
Fatto N.9
1 n
lim (1 + —) =
n—+00 n

Es: lim,_, ., Vn! =2

Metodo 1: Vb > 1 ho che n! > b" (per il teo di permanenza del segno: Z—Z -0 =
definitivamentei—? <1 = b" < n! definitivamente) —= W > b definitivamente
Vb>In = v/n! - +co.

Metodo 2:

\ !
im V= tim YD him on4 1= 400

n—+00 n—+00 n! n—+o0o

n
T vnl _ 4. ninl
Es:lim,_, o == =1lim,_ /2 ="
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Oss: per n molto grandi, n! assomiglia a (g)n

2 _,
n!

Applico il criterio della radice.

Es: lim

n—+o0o

n 2n2 B (2}’[2)% 3

1 1
n! (n!)n

n —
v/a, =

10.6 Dimostrazione del criterio della radice

Supponiamo che {/a, — £ > 1, allora la media sara un numerotrale?

n
1<ell+1 £+1 <f+1>

<¢ = definitivamente {/a, > — = a,

£+1 <f+1

e poiché - > 1, > >n — +o00. Quindi per il confronto a 2, ho che a,, - +oo.

Seinvece0 < 7 < 1,allora0 < % <1 = definitivamente y{/a, < %

n n
Yay <@ = 0<a, < (%) definitivamente e0 < #L <1 = (%) =0,

,inoltre 0 <

dunque, per il teo del confrontoa 3, a, — 0.

11 Principio di induzione

N=1{0,1,2,3,...}

P(n) = affermazione a prop. di n che puo essere vera o falsa

Es: n*> = n + 6 (definitivamente vera)

« n=0:falsa
+ n=1:falsa
« n=2:falsa
e n=3:veral

+ n=4:falsa

« n=>5:falsa
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| Es: se l'insieme A ha n elementi, allora £2(A) ha 2" elementi (definitivamente vera).

Principio di induzione: supponiamo di sapere che

1. P(0) e vera (passo base)

2. P(n) = P(n+1)Vn >0 (passoinduttivo)
allora P(n) € vera per ognin € N.

n(n+1)

Es: dimostrarecheO0+ 1+ - +n= 3

Dimostrazione perinduzione:

1. n=0: 0=@=0—> vero
2. Ipotesi(passon) : O+1+:+n= ”("T“).Vogliodireche0+1+---+n+(n+1)=

WD 0+ 1+ +m+ D =0+1+—+n+n+1)="2D1@m+1) =

(n+ D)(& + 1) = o),

Ese: da fare a casa #todo-compito

n(n+1)(2n+1)
6
nz(n+1)2
4

L0412+ 4n?=

2.0 4+ 134+ 0’ =

11.1 Disuguaglianza di Bernoulli (dimostrazione)

VneN, Vx>—Isiha(l+x)">1+nx
Dimostrazione per induzione su n

1. Passo base:

n=0 (1+x)°>1 Vx> -1

n=1 (1+x)'>1+x Vx>-1

2. Passo induttivo:
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Ipotesi(passon): (1+x)" > 1+ nx
Tesi(passon+1): (1+x)™' > 14+ Dx
T+ =1 +)" - (1+x) > (1 +nx)(1+x) =
=1+nx+x+nx>=

=1l+m+ 1) +nx*>1+n+ 1)x — Vero! =

LadisugedimostrataVn e N, Vx > —1
11.2 Coeff. binomiali

n!
Tkl -(n=k)!

n
e ’elemento in posizione k nella riga n del triangolo di Tartaglia (si conta da 0).

k

Sviluppo del binomio:

(a+b)"=z a7y

12 Successioni monotone

Sia a,, una successione. Diciamo che a, &

1. strettamente crescenteseaq,, | >a,VneN
2. strettamente decrescenteseaq, ; <a,VneN
3. debolmente crescentesea, ; >a,VneN

4. debolmente decrescenteseq,, ; <a,VneN

Oss: similmente si definiscono i corrispondenti concetti per successioni definitivamente

monotone.

Federico Zotti Licensed under CC BY-NC-SA 4.0 30



Appunti di Analisi | 2023-12-13

Teo delle successioni monotone: sia a, una successione debolmente crescente, allora
a, halimite # € R U { +o }. Piu precisamente a, — sup { g, | n € N }. Lo stesso vale

per le successioni debolmente decrescenti (a, — inf{a, | n € N }).

Dim (caso crescente):
Primo caso: sup{a,|n €N} =400 = VM €R3InyeNtc.a, > M Masela
succ. € debolmente crescente = Vn2>ng, a,2a, 2 M = a, —> .

Secondocaso:sup{a,|neN}=reR =

« VneN, a, < (¢€éunmaggiorante)

* Ve >03n; eNtc. £ — e < a, (¢ eil minimo tra i maggioranti)

Ma a, & debolmente crescente = Vn > nyhoche/—¢ < ay, < a,<¢ = a, >

| Caso decrescente: #todo-compito

Oss:

1. Sea, € debolmente crescente e superiormente limitata, alloraa, - ¢ € R
2. Se a, € definitivamente debolmente crescente (o decrescente) alloraa, — ¢ €

RU {40 }(0RU/{—00}), manonpossodirecheZ =sup{a,|neN}
Es: Siaag, = (1 + %)n Allora

1. 2<a, VneN
2.a,<3 VneN

3.a,<a,,; VneN

Per il teo sulle successioni monotone,a, - £ € Re2 < ¢ < 3.
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Dim:

1. PerBernoulli:<1+%>n21+n-%=2 VneN\ {0}

n

. (1 + %)" = ;‘:O N L n—lj — guardare le slide
J

N

+1
3. <1 + ﬁ)n >(1+ %)" = a, € decrescente — guardare le slide

Es:

n—+o0o

Es:

. 1y 1\2\?2
Jim (142)" = tim ((1+2)") = ve
13 Successioni per ricorrenza

Una successione per ricorrenza si presenta cosi:

+ Un punto di partenza: a, = 2

2
n

L

+ Unaregola per calcolare il valore di un elemento dati i precedenti: a, = a —

gt
Possono essere dimostrate per induzione.

Es1:

ay =1 I)

a,=n-a,_; )

Sevogliocalcolareay, =4-a;=4-3-a,=4-3-2.a;,=4-4-2-1-0p=4-3-2-1-1 =24.

In questo caso sihaa, = n!.
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Es 2:

ap=73 )
a,=2a, ;-1 )

Calcolando un po’ di valori trovo guess: a, = 2"*! + 1. Si pud dimostrare per induzione:

« P.B.:n=0per(I),ay=23=2""41(0kl)

« Plisea,=2"""+1allorag,,; =2-a,—1=22"" +1) =1 =20*+D+1 1 1 (0k))

Attenzione: Poter trovare una formula esplicita per le successioni per ricorrenza &

rarissimo!

Terminologia: una successione per ricorrenza che dipende dai k termini precedenti si
dice di ordine k. Una successione per ricorrenza senza una dipendenza esplicita da n si

dice autonoma.

Tratteremo quasi esclusivamente successioni per ricorrenza di ordine 1, autonome.

ag=a

a,= f(a,_;) n>1

Es 3:

-
IS

Intersezioni con la bisettrice y = x: x = =

Guess: la successione e crescente e tende a +oo.
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Strategia:

a,>2 VYn>0
a,<a,., Vn

a,-> ¢ €RU{+x}

Ll N e

. =400

Dim 3.: segue dal punto 2. per il teo sulle successioni monotone.
Dim 4.: Se 7 € R, allora posso passare al limite la relazione ricorsiva:

lim a,.,= lim f(a)= lim a*—1
n—-+o0o n+l n—>+oof( n) n—-+oo n

= =r*-1

145 1-vs
2

1
= = 5 oppure

Maa, >2Vn(perl) = ¢ >2(permanenzadel segno) => nessuno dei valori
trovati e accettabile = ¢ = +oo.

Dim 1.: a, > 2 V n. Perinduzione:

« P.B.:a, =2 > 2 (0K

« Pl:sea,>2,alloraa,,, =d2—1>4-1=3>2(0k)
Dim 2.: a, < a,,; Vn. Perinduzione:

« PB.ig =aj—1=4-1=32>a,(0K)
+ P.l.:sea, <a,,,allora f(a,) < f(a,.,) perché f(x) = X% —1é&crescente su

[0, +00).

Quindia, —» +oo.

14 Serie numeriche

14.1 Definizione SBAGLIATA

Data una successione a,, indico con
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la somma di tutti i termini della successione (che sono infiniti).

Questo non ha senso

14.2 Definizione CORRETTA

Def: data una successione a,,, dato k € N, la somma parziale k-esima dia, &

k
Sk=a0+a1+---+ak=2an
n=0

Def: una serie numerica }'  a, (3 a,) ¢ il limite della successione S, per k — co.

Cioé

0]
a,= lim S, = lim (¢y+a;+--+a
nZO n k—+o0 k k—>+oo( 0 1 n)

14.3 Carattere di una serie (comportamento)

Essendo un limite, > | a, ha 4 possibili comportamenti:

1. ConvergeaZ € RsesS; —» 7
2. Divergea+wose S, — +o

3. Divergea —oose.S; - —o0
4

. Eindeterminata se S, non ha limite

14.4 Serie telescopiche

Es:
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Ssimmrn= (1) ()=
. S4=a2+a3+a4=(l—%)+<%—%)+<%—i)=1_
)

e Sp=1- % (dimostrato per induzione

L e

convergeal

. o |1
1 S, =1 =
k—1>I-+I—loo k ngznz—n

14.5 Serie geometriche

La serie geometrica diragionea € R €

@+a' ++dy-a=d +P+ -+ +
@+a' ++d)N-1)=-a-a' - . —d" =

@+a' +- +da-1)=-d"+ !

Poiché a # 1, posso dividere ed ottengo il teo.

Oss:sea=1,a"+ - +d"=k+1.

Dunque i ha

k+1 sea=1

sea# 1

limk_>+°° Sk =17

1. Se—1 < a < 1laserieconvergea ﬁ
2. Se a = 1vedere esempio 2.

3. Sea > ldivergea+oo
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4, Se a < —1 non ha limite

5. Se a = —1 vedere esempio stupido 4

Dimostrazioni nelle slide #view-slide

14.6 Strumenti per lo studio delle serie

Il problema & determinare il carattere di una serie senza poter ricavare un’espressione

esplicita per le somme parziali. Per farlo abbiamo:

+ Teoremi algebrici
+ Condizione necessaria alla convergenza
« Serie “note”
« Criteri di convergenza
- Serie a termini di segno costante (a, < 0 def. 0 a, < 0def.)

* Radice

* Rapporto

* Confronto

* Confronto asintotico

x Condensazione di Cauchy
- Serie a termini di segno alterno
* Leibniz
- Serie a termini di segno qualunque

* Assoluta convergenza

14.6.1 Teoremi algebrici

1. Siaa, unasuccessione esia 4 € R, A # 0. Allora (come operazione in @)

(o8} (&)
Z(/l ca,)=A- 2 a, (come operazione in R)
=0 =0
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2. Sea,, b, sono successioni, allora (con tutte le attenzioni delle operazioni nella retta

reale estesa)

Y@, +b)=21-Y a,+ )b,
n=0 n=0 n=0

3. Attenzione!

(o] [o0] (o]
Ya, b, # Y a, )b,
n=0 n=0 n=

14.6.2 Condizione necessaria

(o)

Z a, converge = qa, — 0

n=0
Dim: a, = S, - S,_;. Se 372, a, converge, allora S, — 7 € R. Quindilim,_, , , a, =
lim,_, (S, = S,_p) =lim,__ S, —lim, .S, =¢£—¢=0.

Dunque se a, non tende a 0, la serie non puo convergere (puo divergere o essere inde-

terminata). Se a, — 0, potrebbe convergere.
14.6.3 Serie note

1. Serie geometriche

2. Serie armoniche generalizzate

= 1 divergea + 0 sea <1
==
n=1 converge sea>1

3. Parenti dell’armonica

had 1 divergea + © sea <1

2 n(inm?

n=2 converge sea>1
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14.6.4 Serie a termini di segno costante

Lemma: sia g, una successione def. > 0. Allora la successione S; = (ay + -+ + a;) delle

somme parziali & def. debolmente crescente.

Dim:

dnpeNtcVn2>ny a,>20 =

Van>ny, S,=a,+S,>S,,

Teo: Sea, @ unasucc. def. > 0,allora 37  a, hadue comportamenti possibili: converge

o diverge a +co.

| Dim: teo sulle successioni monotone applicato a S,

Oss: vale lo stesso risultato se a,, < 0 def. Inquel caso ;% | a, converge oppure diverge

a —oo.

14.6.4.1 Criterio della radice

Sia a,, > 0 def. Supponiamo che {/Z — ¢ € R. Allora:

1. Se? > 1 laserie diverge a +oo
2. Se? < 1laserie converge

3. Se/ =177

Dim: #view-slide

SeanZOdef.e\"/a_nafeRu{+oo},allora

1. /<1 < ) a,converge

2.0>1 < ) a,divergea+w

Dim 2.: se # > 1, per il criteri odella radice per successioni, a, — +oo. Quindi non &
rispettata la condizione necessaria per la convergenza. Poiché al serie € a termini def.

> 0, puo solo convergere o divergere a +co. Dunque Y a,, diverge a +co.

Dim 1.:
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r<1 = £=¥ = f+e<lee>0
dnyeNtc Vn>ny 1fa,<¢+e<1
= Vn>ny a,<(+e)<1

- szno Sk=

Ho dimostrato che 3 M € R t.c. S, < M def.. Ma poiché a, > 0 def., S} € una succes-

sione cresente = per il teo sulle successioni monotone, S, - L € R = Y a,

converge.

14.6.4.2 Criterio del rapporto

Siaa, > 0 def. Supponiamo che 2L — 7 ¢ R. Allora:

a}'l
1. Se? > 1 laseriediverge a +
2. Se? < 1laserie converge

3. Se/ =177

14.6.4.3 Confronto per serie numeriche

Siano a,, b, successioni.

Def: se 0 < a, < b, def,, allora:
1. Y a,divergea+oo = ) b, divergea+oo

2. ) b, converge => ) a, converge

Occhio: ogni altra implicazione € ILLEGALE!

Dim:
A meno di cambiare le serie per un numero finito di termini, posso supporre che la

disuguaglianza0 < a, < b, valgaperVn € N.

St=ay+-+a,  S)=by+ - +b
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allora0 < S¢ <SP VkeN.

1. Se S} — +oo, peril confronto tra successioni, Slf — +00. Ovvero, se Y a, diverge
a+oo, allora Y b, diverge a +oo.
2. Se Y b, converge, allora S —» ¢ € R,mab, > 0Vn €N = S}édeb.

crescenteverso/ => S’ </VkeEN = S! <SP </VkeN = ¢

deb. crescente e limitata = convergente.

14.6.4.4 Confronto asintotico per serie numeriche

Siano a,, b, successioni con a, > 0, b, > 0 def..

Def: se
i Z— —/€0,400) [£2£0,£ % +o]

allora )}’ a,, Y. b, hanno lo stesso comportamento.

14.6.4.4.1 Casi limite del confronto asintotico

+ Selim 2 =0, allora0 < a, < b, def. = applico il confronto

n—00 b
n

1. Y a,divergea+oo = ) b, divergea+owo

2. Y b, converge => Y a, converge

+ Selim =400, allora0 < b, < a,def. = applicoil confronto

an
n— 00
bn

1. ) b,divergea+co => ) a,divergea+wo

2. Y a,converge = Y b, converge

14.6.4.5 Esempi

. Joo 1
Es: Y, e

an=3n+1>0‘v’neN

Condizione necessaria: lima, =0

Radice:
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1 N
=3 = Z a, converge perche 7 < 1

Rapporto:
tim 2= g LD
n—+co a, n—+oo 3n+l 4 1 1
31+1
1 N
=3 = Z a, converge perche 7 < 1

o —_1 1
Confronto: 0 <a, = ;7= < 3

Z 3% & geometrica di ragione % => converge

1 .
== Z 1 converge per il confronto

b, =L

Confronto asintotico: g, = "= 3

3n41°

n

n—>+oo b, n—1>r-il:loo 3n 41 =1€(0,+c0)

= Z a,, Z b, hanno lo stesso comp. per il confr. asint.

= Z b, converge perché geom di rag. %

3
Es: Z n2+1

3
a":n2+1 >0VneN A g, =0

Occhio: radice e rapporto sono inconcludenti (£ = 1)!
353

Confronto: b, = S22 =0
E 3 _3 E L e convergente (arm. gener.)
n? n? ' '

= peril confr. anche Z a, converge

3
2

Confronto asintotico: 5, =
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a n2+1
lim — = lim
n—-+o0 b n—+o0o I
" -
n2
3n®

lim
n—+co p2 4 1

=3€(0,4+)

= Z b,e Z a, hanno stesso carattere

= Z a, conv. perche 2 b, conv.

. n2—17
Es: Z n+1
n2 . ey
a, = > 0 definitivamente
n+1
a, - +oo = Zan divergea + o0
3
Es: ) "3;8
n—8 —_—
a, = > 0 definitivamente
n 3n

a, - +o00 =0

Confronto e confronto asintotico sono complicati da usare.

Crit. del rapporto:

Gt _ (n+1)° -8

an 3f’l+1
1 (n+1)’°-38
3 n -8
3 3 -3
lim l.(""'l) —8= lim 1.(n+1) . (n+1)3
n—+o0o 3 n3—8 n—+co 3 n3 1-3

n3

1 = Zan converge

W | =

2
Es: ) —Coiz(”)

Occhio: radice e rapporto non funzionano. Confronto asintotico con % non funziona

(Z lim cos?(n)).
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2
g, = 5 5 0 def.
n2

a, —» O perilteodelconfr.a3 :

cos2(n)

1
0< n? < n2
Soche ) ,,1—2 converge (armonica generalizzata di esponente > 1). Dunque per il con-

fronto tra serie a termini positivi, Y. a, converge.

Es: Z cosj(n)

Boh! (per quello che ne sappiamo noi).

Es: ZM

\/Z~n3—n+7

1 - l + l
. a, . n n?
lim — = lim
n—+oo bn n—>+oo | _ 1 7

\/;.nz + \/;.,13
=1¢€(0,+00)

= Z a,, Z b, hanno lo stesso carattere

= converge

n

n!

n
a =2—>0 VneN
" nl

Crit. del rapporto:
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Apt1

lim 2= = lim
n—+oo q, n—+co n + 1
=0<1

= Z a, converge

Es per casa: determinare per quali @ > 0 la seguente serie converge

Z n*+2

n n+2n—\3/z+8

Per altri esempi consultare le slide #view-slide

14.6.5 Assoluta convergena per serie a termini di segno variabile

Teo: se ) |a,| converge, allora )’ a, converge.

Se voglio studiare Y a, con termini a segno variabile, provo a studiare Y |a,| che € a
termini > 0: 1. ) |a,| converge = ) a, converge (per il crit. di conv. assoluta) 2. Y |a,|

diverge a+oc0o = Il criterio fallisce!
Terminologia: se ) |a,| converge, si dice che )’ a, converge assolutamente.

Es: Z cos(n)

n2

Provo a studiare Y, @

|cos(m)] _

1
Yn OS n2 _ﬁ

Poiché ) nl—z converge, Y. @ converge per il criterio di assoluta convergenza.
14.6.6 Criterio di Leibniz per serie a termini alterni

Sia a, una successioni dalla forma a, = (—1)"a,, tale che

1. a, > O definitivamente

2. a, decrescente definitivamente
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3.a,—0

allora )  a, = Y.(—1)"a, converge.
Occhio: se manca anche solo una delle 3 ipotesi il criterio fallisce!

Es: 3

l.a,>0Vn2>1
2. a, &decrescente: —— < 1 vn
n+1 n

3.a,—-0

Posso dunque applicare Leibniz = )’ % converge

Oss: ). % non converge assolutamente cioe Y. ’¥| diverge.

Copiare anche altro esempio #todo-uni

15 Limiti di Funzione
ACR,f : A— R(Aédisolito un’unione di intervalli). Voglio definire lim,_ . f(x)
(xeR=RU{+00, -0 }).

Per le successioni, facevamo i limiti solo per n — +oo, ora abbiamo 3 casi da distinguere:

1. lim,_, . f(x)
2. lim,___ f(x)
3. lim, /(%)

15.1 lim_,_ f(x)

Possono esserci quattro risultati per lim, _, f(x):
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1. 7 € R: Sidicechelim,_,  f(x) =7 € RseVe >03k € Rtc./—¢e < f(x) <

C+eVx>k

1. limx_,+oof(x)o=f+seV£>OElk€Rt.c.f<f(x)§f+6Vx2k
2. lim,_ o f(x)o=¢"seVe>03keRtc./—e< f(x)<lVx>k

2. +oo: Sidicechelim,_,, f(x) =+0seVM e RIkeRtc f(x)>MVx>k
3. —oo: Sidicechelim,_,,, f(x) =—c0seVYmeR Ik eRtc. f(x) <mVx>k

4. N.E.: Sidice che A lim,_,, , f(x) se non & nessuno degli altri casi

15.2 lim___ f(x)

Possono esserci quattro risultati per lim,._, _, f(x):

1. 7 € R: Sidicechelim, ,_ f(x) = € RseVe > 03k e Rt.c. £ —¢ < f(x) <

f+eVx<k

1 lim__ f(x)o=¢"seVe>03JkeRtc. /< f(x) <l +eVx<k
2. lim,,_ f(x)o=¢"seVe>03keRtc.l—e<L f(x) < Vx<k

2. +oo: Sidicechelim, ,_ f(x)=4+c0seVM e RIkeRtc f(x) >MVx<k
3. —oo: Sidicechelim,_,_ f(x)=-coseVmeR Ik eRt.c. f(x) <mVx<k

4. N.E.: Sidice che 4 lim,_,__, f(x)se non & nessuno degli altri casi

15.3 lim,_, f(x)

Possono esserci quattro risultati per lim, . f(x):

1. # € R: Sidice chelim,_,, f(x) =7 € RseVe > 036> 0tc.f~e < f(x) <

£+ese0<|x—xo| <5(Vx € [xg—8,x9+5]\{xp})

1. limx_,xof(x)o=f+se‘v’e>036>0t.c.f<f(x)§f+eseo< |x—xo| <6
(Vx € [xg—6.x0+6] \ {x0})

2. limx_mof(x)0=f_seV6>OE|5>0t.c.f—6$f(x)<fseO< |x—xg| <6
(Vx € [xg—8.x0+5] \ {x})

2. +oo: Sidice cheliquxOf(x) =4o0seVM € R 36 > 0t.c. f(x) > Mse0 <

|x —xol <6(Vx € [xg—6,x0+5] \ {x0})
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3. —co: Sidice che limx_,xOf(x) = —c0oseVm € R 35 > 0tc. f(x) < mse0 <
|x —xo]l <6(Vx € [xo—é,x0+5]\{x0})

4. N.E.: Sidice che A lim,_,, f(x)senon e nessuno degli altri casi

15.3.1 lim, .+ f(x)

lim * f(x)vuol dire x tende a x,, da destra. Cio significa che la condizione e se x; < x <

X=X

Xg+ 6 (Vx € (xg.x9 + 8]).

15.3.2 lim,_,- /()

lim f(x)vuol dire x tende a x da sinistra. Cio significa che la condizione é se x, — 6 <

ox™
xxo

x < xy (Vx € [xg = 8,xp)).
Occhio: al limite non frega nulla del valore di f(x)

15.4 Note tecniche

Quando possiamo calcolare il limite lim,_ . f(x) (x € R)? Quando x( € punto di accu-

mulazione del dominio di f.

f 1 A— R, Aeéunionediintervalli e semirette localmente finita, cioé vicino a un qualun-

que punto di R trovo un numero finito di intervalli che compongono A.

Contresempio:

f)=

ﬁn(%)

X( € un punto interno ad A se sta dentro ad uno degli intervalli che compongono A4 (gli
esterni non vanno bene).
X, € un punto di accumulazione di A se & un punto interno o € un estremo di un

intervallo o semiretta che compone A.
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Es: f: (0,4+0) - R f(x)=Inx.

Posso calcolare:

e lim,_, . f(x) Vxg >0

o lim, _ o+ f(x)

* 1imx—>+oo f(x)
15.5 Caratterizzazione del limite per succesioni

Teo: sia f : A — R una funzione e sia x, € R un punto di acc. di A. Allora
lim,_,, f(x)=7¢¢€ R < V a, successione con: a, € AVn € N,a, # x,def. ,a, >

xgsiha f(a,) = ¢

Conseguenza: tutti i risultati generali sulle successioni valgono anche per i limiti di

funzione:

1. Unicita del limite
2. Teoremi algebrici (e forme indeterminate)

3. Teoremi di confrontoa2ea3

siottengono usando successioni a,, talechea, — xgo ea, = x;.

| Oss: lim, _, .+ elim,_, -

16 Tecniche di Calcolo dei Limiti

1. Continuita

Teoremi algebrici

Teoremi di confrontoa2ea3
Cambi di variabile

Limiti notevoli

Criterio funzioni - successioni

N o o M w DN

Confronto tra ordini di infiniti (gerarchia degli infiniti)
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16.1 Continuita

Def: x, € A punto di accumulazione, f : A — R sidice continuain x, se

Jim () = f(x)

Una funzione € continua su A se & continua in x,, per ogni x, € A.

Oss: selim,__+ f(x) = f(xy), f si dice continua in x, da destra. Selim,_, - f(x) =
X=X 0 0 X=X,

f(xg), fsidice continuain x, da sinistra.
16.1.1 Come trovare funzioni continue

Tutte le funzioni elementari (potenze, esponenziali, logaritmi, radici, trig., trig. inverse) e
quelle ottenute da loro tramite operazioni algebriche e composizione sono continue dove

non hanno problemi burocratici di definizione (denominatore = 0, radice < 0, ...).

16.2 Limiti notevoli

I limiti notevoli sono limiti che si dimostrano una volta per tutte e poi si ricordano per la

vita!

16.2.1 Patriarchi

3 X
lim SMX — 1 jim (1+—) —e
x—0 X X—00 X
16.2.2 Prima generazione
— x —
Jim L=€08X _ L lim &=L =
x—0 x2 2 x=0 X
1 X
lim (1 + —) =e
X—=>—00 X
x—0 X
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16.2.3 Seconda generazione

. tanx .oa¥ -1
Iim——=1 lim =Ina
x—=0 Xx x—0 X

. arctanx .
li =1 lm xlnx=0
x—0 X x—0t
. arcsinx
lim =1
x—=0 X

16.3 Cambi di variabile

Es:

1\*
lim (1 + —)
x—0 x2

Pongo x*> = y. Se x — 0, allora y — 0 (tan x & continua in x = 0).

1\ 1\’
1im(1+—) = lim (1+—) —e
x—0 x2 x—0 y
| Es: copiare #todo-uni
17 O-piccolo e Equivalenza asintotica
Siano f(x), g(x) funzioni, x, € R in cui posso calcolare i loro limiti.

Def: si dice che f(x) & o-piccolo di g(x) per x — x e siscrive f(x) = o(g(x)) per x — x,

se esiste una funzione w(x) tale che

* f(X) =g(x) - o(x)

o limx = xpo(x) =0

Cioe f(x) = g(x) - [roba chetendea0in x].
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Def quasi equivalente: se posso dividere per g(x) vicino a x,, (cioé se 35 > 0 t.c. g(x) #
0Vx € [xg—8,x9+ 8] \ {x0}),allora f(x) = o(g(x)) per x — x, se e solo se
li fx)
m —— =

x=xo g(X)

0

Questo permette di esprimere le gerarchie degli infiniti.

Es: x> = o(x) perx — 0

Verifica: x> = x - x (x = w(x) = 0)
Terminologia: f(x) si dice infinitesima per x — x,, seil suo limite € 0.

| Oss: limx_,x0 f(X)=0 & f(x)=o0(l) x— xg
17.1 Proprieta algebriche degli o-piccoli

Se f1 = o(g), f, = o(g) per x — x, allora

1 fixfa=0()

2.a-fi=0(g) a€eR
3. fi- fa=0)
4

. % non funziona!
2

[y

o(f1) £ o(fp) = o(f1 + [f2)
ola- f1) = o(f)

o(f1) - o(f2) = o(fy - f2)
fi-o(f2) =o(f1 - f2)
o(f1 +o(f1)) = o(f1)

o >~ w N

17.2 Transitivita degli o-piccoli

f=o0(g),g=o0(h) perx—>xy, => f=o0(h) perx— x,
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17.3 Limiti notevoli espressi in o-piccoli

sinx = x + o(x) perx — 0

tan x = x + o(x) perx — 0
e¥=1+x+o0(x) perx — 0

In(1 + x) = x + o(x) perx — 0

I+x)*=1+ax+o(x) perx—0

COSX=1+%+0(X2) perx — 0

17.4 Equivalenza asintotica

Def: si dice che f(x) e g(x) sono asintoticamente equivalenti per x — x e si scrive

f(x) ~ g(x) per x — x, se esiste

* f(X) = w(x) - g(x)

e lim,_,, o(x)=1

Definizione quasi equivalente: / ~ g per x — x, se e solo se LA % =1

| Es: sinx ~ x perx — x

Es: cosx ~ 1 perx — x

2
X
cosx — 1 ~—=perx — xj

18 Differenziabilita e Derivabilita

Domanda generale: data una funzione f(x) e x, € R in cui ha senso fare il limite di f(x),

quando posso trovare a € R, tale che

Fx) = f(xp) +a-(x—xp) + o((x = xq))
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Es:

f(x) =sinx xX0=0 = a=1
f(x)=Inx xo=1 = a=1

f=VI+x x=0 = a=

W | —

Sto cercando la retta che approssima meglio il grafico di f(x) vicino a x,, (Migliore ap-
prossimazione lineare).

Def: f(x) e differenziabile in x, € R se esiste a € R tale che

f(xg+h)= f(xg)+a-h+o(h) perh — 0

In tal caso, larettay = f(x() + a - (x — x,) si dice retta tangente al grafico di f(x) nel
punto (xg, / (xp))-

Come calcolare a?

Oss: f(x) e diffenziabileinx, < Ja € Rt.c. f(xy+h) = f(xg)+a-h+o(h)con

h—0 < JaeRtc lim, o L2000 _

Def: f(x) e derivabile in x, se il limite lim;,_,, w esiste finito (cioé € R).

Teo: fo e differenziabile in x, <= f ¢ derivabile in x,,.

Terminologia:

o limy,_, w si dice rapporto incrementale

o il limite lim,_, w, quando esiste finito, si denota con f'(x,) oppure
2L (xo) oppure fP(xq)

« f'(x) éladerivatadi f(x)in x, e la funzione f'(x) e la derivata di f(x)

La retta tangente al grafico nel punto (x(, f(xg)) € y = f(xo) + f'(xp) - (x — x)
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| Oss: f£(x) — f(x) ~ [ (x0) - (x = xq)

18.1 Esempi di non derivabilita

1. f(x) = |x| non é derivabile in x, = 0

. fO+hn—-f0) . f(W)-0 . |h;
hm _— = hm = hm — N.E.
h—0 h h—+0 h h—0 h

2. f(x) = \3/§ non é derivabile in x, =0

3
- - h
lim —f(O A = lim —f(h) 0 = lim —\/_ =4+0 &R
h—0 h h—+0 h h=0 h

Teo: f derivabilein x, = fcontinuain x

Dim: fderivabileinx, = 3Ja € Rtaleche f(x) = f(xg)o+ a- (x — xy) + o(x — x)

perx —» xo = lim,_,, f(x) = f(xg) = fcontinuain x.

18.2 Derivate delle funzioni elementari

1.
f(x) costante
f'x)=0
2,
fo) =x*
f/(x) — xa—l -
3.
flx)y=¢e
fl(x) =e*
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4,
f(x) =sinx
f'(x) =cosx
5.
f(x) = cos
f'(x) = —sinx
6.
f(x)=Inx
flo =1
x

19 Regole di derivazione

Siano f(x), g(x) due funzioni derivabili in x:

« SO =f0)xgl) = S'(xg) = f'(x0) £ 8" (x0)
« P(x) = f(x)-g(x) = P'(xg) = f'(xg) - 8(xg) + f(x0) - &' (x0)

. _ _ 1 ) — _ 8 (X0)
Se g(x) # 0 per x € (xy — 8,xy + &), R(x) = 5 = R (x0) = i) ’
. _ = [ / _ S (x0)g(xg)=f(x)-g" (x0)
Seg(x) # 0perx € (xg=6,x+6), 0(x) = 5 = 0'(x)) @G0
| Dim: sulle slide #view-slide
Es: f(x) =tanx
f(x) = tanx = 22X
COS X
= f'(x)=1+tan’x =
cos2 x

| Oss (caso particolare): (c - f(x)) =c- f'(x) Ve eR.
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19.1 Derivata della composizione

Siano f(x), g(x) funzioni per cui abbia senso scrivere la composizione C(x) = f(g(x)).

Inoltre chiediamo che

+ g(x) siaderivabilein x

+ f(x)siderivabilein g(x()

C'(xp) = f'(g(xp)) - &' (xp)

Aggiungere esempio f(x) = 2*

19.2 Derivata della funzione inversa

Se f(x) e g(x) sono inverse 'una dell’altra e se f & derivabile in g(x;), allora

fg(x) =x

= f'(g(xp) - &' (xp) =1
1

= &)= Fet)

Ovvero

1

-1y _
=50

Es: f(x) =e¢*, g(x)=Inx

ffx)=e" = (Inx) = %

Es:

(arctan x)’ =
1+ x2
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Es:
(arcsinx)’ = V1 — x2
Es:

1

V1—x2

(arccos x) = —

19.3 Trucco dell’esponenziale
[f(x)]g(x) = 8()-In f(x)

e ([f(x)]g(x))/ = 8(X)In f(x)

| Es: f(x) = x* = X0
19.4 Teorema di L’Hopital

Siano f(x), g(x) funzioni derivabili vicino a x,. Suppongo che

i PACIY, i 0o
L Tibea, o Si2 formaindet. 5o —

2. g’(x) non si annullivicino a x,

3. lim._.. L®_yreR

X=X g/(x)
Alloralim, _, % = ¢ (lo stesso del punto 3.).
Oss: se lim Tales) non esiste, allora FAIL.

X—)XO gl(x)
20 Funzioni continue
Def: ACR,x, € A, f : A— R. Sidice che f(x) e continuain x; se

1. xo € un punto isolato (un punto che non ha vicino nessun altro punto) di A (ovvero
sede>0tc (xg—&,xg+e)NA={xy}).

2. lim,,, f(x) = f(xg)
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Metateorema: le funzioni elementari, le loro somme, differenze, prodotti, quozienti e
composizioni sono continue dove definitie.
Somme, prodotti, quozienti e composizioni di funzioni continue sono continue dove

definite.

20.1 Tipi di discontinuita

Jfnon continuain x.

1.: x, € una discontinuita eliminabile se

lim f(x)=¢+# f(x,) C(€R
X—)XO

E possibile eliminarla con

- fx) x#xg
fo) =

4 X =X
2.: x, € una discontinuita di salto se
lim f(x)=¢,# lim f(x)=¢, £,.£,€R
x_,xa' X=X,
3.: x( € una discontinuita di 2% specie negli altri casi.

Def: f : A\ {xy} = R, se lim, ,, f(x) =7 €R, si dice che f e prolungabile con

continuita in x, e il suo prolungamento &

- fx) x#xg
S =

4 X =X
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20.2 Discontinuita delle funzioni monotone
f : A = R monotona crescente, x, € R pt. di accumulazione di A. Allora
1. limx_)xar ) =inf{ f(x) : x€ A, x> x }

2. limx_maf(x)=sup{f(x) TXE A Xx<Xxp}

Corollario: —co < lim,_, - f(x) < f(xy) <lim__ _+ f(x) < +c0 = tutte le disconti-
X=X 0 X=X

nuita di una funz. monotona sono a salto.

Def: f : A — R e continuain A (o su A) se & continua per ogni x € A.

%(A) é l'insieme delle funzioni f : A - R continue su A.

Teorema di permanenza del segno: se f : A — Récontinuainxy, € Ae f(xy) >0,

allorade >0t.c. f(x)>0Vx € (xo—e,x0+e).

Teorema degli zeri: sia f : [a,b] - R continua. Se f(a)- f(b) < Oallora3dc € (a, b)

tale che f(c) = 0.

Sei limiti inf e sup hanno segno opposto, la funzione si annulla in almeno un punto.

Teorema dei valori intermedi: (corollario del teo. degli zeri) f : [a,b] — R continua.
Se f(a) < A < f(b) (oppure f(b) < A < f(a)) allora3c € [a, b] tale che f(c) = A.
Corollario: f,g : [a,b] = R continue tali che f(a) < g(a) e g(b) < f(b)alloradc €
(a, b) tale che f(c) = g(c)

21 Studio locale di funzioni

L’obiettivo & capire come ¢ fatta una funzione (cioé come é fatto il suo grafico) vicino ad

un punto x.

%*(A) sono funzioni f : A — R derivabili k volte in ogni punto di A e tali che la derivata

k-esima sia continua.
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Primo teorema di monotonia: sia f : A — R derivabilein x, € A, con f'(xy) > 0,

allora36 > Otale che

» f()> f(xg) Vx € (x0.%0 +6)
C FOO< fxg) Vx € (x0— 8,%)

Esempio:
x+1000- x*sin (1) sex#0
fx) =
0 sex =0
1. f(x) € €%R) continua
2. féderivabileinx =0(f'(0)=1)
3. féderivabileanchein x # 0 (malim,_, f'(x) N.E.) dunque f(x) ¢ €' (R) perché
la derivata non é continua
4. f'(0)=1>0 = perilteo di monotonia 1.,36 > 0 tale che

e f(x)>0se0<x<6

e f(x)<0se-6<x<0

f(x) non & crescente in nessun intervallo contenente 0.
Variante ovvia: se f'(x) < Oallora3é > O tale che

« f(x)< f(xg) Vx € (xp,x9+0)
s f(x)> f(xg) Vx€E (x9—8,%p)

Invece se f'(x,) = 0 abbiamo 5 possibilita:

1. Minimo locale: 36 > 0t.c. Vx € (xo— 8, xg+8)  f(x) > f(x0)

2. Massimo locale: 36 > 0t.c. Vx € (xg—8,x9+3) f(x) < f(xq)

3. Flesso ascendente a tangente orizzontale: 36 > 0t.c. f(x)
(xg=8.x0) f(x)= f(xg) Vx € (x0, %9 + 5)

4. Flesso discendente a tangente orizzontale: 36 > Ot.c. f(x) > f(xy) Vx €
(xg—38,xg) f(x) < fxg) Vx € (x0. %0+ 6)

5. Nessuna delle precedenti

IA

f(xg) Vx €
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Criterio delle derivate successive: se f’'(x;) = 0 cerco la prima derivata che non si
annulla in x.
Seesistek € N, k > 2tale che f(x)éderivabile kvolteinxye 1/ (xg) = -+ = f* D(xy) =

0ma f®(x,) # Oallora

[

. Seképarie f®(xy) >0 = minimo locale

2. Seképarie f®(x,) <0 = massimo locale

3. Sekédisparie f®(xy) >0 = flesso ascendente a tangente orizzontale
4

. Se k edispari e f(k)(xO) <0 = flesso discendente a tangente orizzontale

Il caso 5. pud succedere solo se fX(x,) = 0 Vk > 2 oppure se f ammette di essere

derivabile prima di trovare una derivata # 0.

La dimostrazione viene lasciata come esercizio al lettore.

Dunque f(x) si comporta come il primo termine non banale del proprio sviluppo di Tay-

lor.

200y — 5200

| Esempio: sin(x +0(x*") = x =0 & un minimo locale.

. 2 N ..
Esempio: ¢ = | + tan(x?) + o(tan(x?)) = 1 + x> + o(x*>) => x = 0 & un minimo

locale.

22 L’Hopital e Taylor

22.1 Esempi di applicazione del teo. di L’Hopital

Es 1.:
| 1
. Z[0-(—o0)] = lim X _ fim = = -
xll)r(r)1+x1nx—[0 ( w)]—xlif(f)kr T CH XIL%L 1 =0
X x2
| Es 2.:
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T
. z . 3= arctan x 0
lim x(= —arctanx ) = lim =
X—+00 2 X—+00 1

X

1

. T 122 . X
=y lim —— = lim —x?+1
X—>+o0 __ 1 xX—+o0 0

x2

=1
Es 3.:

cosx—1 1

lim S0X =X _ [9] T LE
x—0 x3 - 0 TH x—=0 3x2 6

22.2 Formula di Taylor con centroin x, =0

Sia f(x) una funzione e sia n € N. Sotto opportune ipotesi, esiste un polinomio Pn(x)

di grado< ntale che

f(x) =Pn(x) +o(x") perx—0

Inoltre

Pn(x) = f(0)+ f'(0) - x +

" m (n)
f—(o)x2+f—(0)x3+...+f (O).xn
2 6 n!

e il polinomio di Taylor di f(x) di grano n centrato in 0.

Notazione: data f(x), se f'(x) esiste per ogni x in un intervallo contenente x, posso

calcolare la derivata di f'(x) in x e cosi via.

Opportune ipotesi: /(x), f'(x), ..., f" D(x) devono esistere in un intervallo contenente

0 ed inoltre deve esistere 1(0).

Resto: la differenza f(x) — Pn(x) si dice resto. La formula f(x) = Pn(x) + o(x") x — Osi

dice formula di Taylor con resto di Peano.
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22.3 Sviluppi di Taylor

2 x3 n

ex=1+x+x7+z+---+%+o(x”)
sinx:x—§+%_%+...+%+ouzk>
cosx:1—%2+;—:_Z_T+...+%+O(X2k)
1n<1+x>=x—x72+%3—%4+.--+—(‘“"+1'x"+o(x">
arctanx:x—;+x?5_x77+.. +( lz)li;-jkﬂ + o(x2k+y

a(a — 1)x2 + ala — 1)(a — 2)x3 A ale—D)(...)(a —n+ l)x”

1 =1
(1+x) +ax + 5 ¢ -

Es:

sin X — X COS X
x>0 xIn(1 + x2)

Visto che il denominatore & asintotico a x> + o(x>), utilizzo Taylor fino al terzo grado per

il numeratore

3
Sin X — X COS X ~ EY +0(x3)

dunque

3
5+ ox’)

im — =
x—=0x3+o(x3) 3

| Es: Taylor pertanxinx =0
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= x2 x4 x6 6
I=5 45— 70 10O

< 3 5 5 1

= x——+—+0(x)>~

6 120 22
1_<7+ﬂ 720+0(X)>

Riscriviamo il denominatore come 1 — ¢
Finire con le slide #view-slide #todo-uni

Mi sono perso...

Dimostrazione formula di Taylor:

Troppa roba, guardati le slide #view-slide

22.4 Taylor con centro qualsiasi

Sia f(x) una funzione derivabile abbastanza volte in un intervallo contenente x,. Allora

esiste un polinomio Pn(x) di grano < n tale che

f(x) =Pn(x — xg) + o((x — x¢)") perx — x

dove

Pn(x — xg) = f(xq) + f’(xo)(x —Xxp) + - +

(x — xq)"

F™(x)
|

n

23 Massimi e Minimi
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fiA->R

IlmassimodifsuAéM:mjle=max{f(x)|xeA}
. IlminimodifsuAém:rrkinf=min{f(x)|xeA}
+ Il punto di massimo & x € Ataleche f(x) = M

« Il punto di minimo é x € Ataleche f(x)=m

0Oss: massimo e minimo di f su A se esistono sono unici, mentre i punti di massimo e di

minimo possono essere quanti vogliono.
23.1 Teorema di Weierstrass

Sia f : [a, b] — R continua, allora f ammette massimo e minimo su [a, b] (non (a, b)!).
23.2 Ricerca dei punti di Max/Min

f : [a,b] = R continua. Per W. so che esistono max e min. | punti di massimo e minimo

vanno cercati in 3 tipologie:

« Stazionari interni: x; € (a, b) taliche f'(xy) =0
« Singolari interni: x, € (a, b) tali che f non e derivabile in x,

« Bordo: xy =a,xy =b

23.3 Teorema di Fermat

f : A - Rderivabile in x;, x, punto di massimo o minimo locale, allora f’(x() = 0.

23.4 Teorema di Rolle
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Teorema di Rolle: sia f : [a,b] — R tale che

1. f(x)continuasu [a, b]
2. f(x)derivabile su (a, b)
3. fla)=f(b)

Allora3c € (a, b) tale che f'(c) = 0.

Dim:

1. Per 1., grazie al teo. di Weierstrass, f(x) ha un massimo e un minimo in [a, b].
Siano x; pt. di massimo e x, pt. di minimo.

2. Per 2., non ci sono pt. singolari = se uno dei due punti ¢ interno ad (a, b),
abbiamo trovato c.

3. Altrimenti, x;, x, sono estremi di [a, b], ma allora per 3., f(x)) = f(x,) = fe

costante = Vc € (a,b), f'(c) =0.

Oss:

1. ¢ non é detto che sia unico

2. fdeve essere derivabile su tutto (a, b)
23.5 Teorema di Cauchy
Teorema di Cauchy: siano f : [a,b] - R,g : [a, b] — R taliche

1. f,gcontinuesu[a,b]

2. f,gderivabilisu (a, b)

alloradc € (a, b) tale che

(f(@) = f(b) - g'(c) = (g(a) — g(b)) - f'(c)

Seinoltre
3. g'(x) #0Vx € (a,b)

allora
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fl@ -7 _ '
g(a)—gb) g'(c)

g(a) # g(b) e

Dim: considero la funzione

p(x) = (f(a) = f(b)) - g(x) — (g(a) — g(b)) - f(x)

allora

1. @(x) é continua su [a, b]

2. @(x) e derivabile su (a, b)

3. ¢p(a) = p(b) = perRolledc € (a,b)taleche p’(c) =0 = 3T € (a,b) tale
che (f(a) — f(b)) - g'(c) — (g(a) — g(b)) - f'(c) = 0ovvero(f(a)— f(b))-g'(c) =
(g(a) —gb)) - /()

Se poi g’'(a) # 0V x € (a, b), allora per Rolle g(a) # g(b) =

fla)—fb) _ f(c)
gla)—gb) g'(c)

23.6 Teorema diLagrange
Teorema di Lagrange: sia f : [a,b] — R tale che

1. f(x)continuasu [a, b]

2. f(x)derivabile su (a, b)

allora3dc € (a, b) tale che f(a) — f(b) = f'(c) - (a—b)

23.7 Teorema di monotonia 2
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Secondo teorema di monotonia: sia /' : [a, b] — R, continua su [a, b], derivabile su

(a, b). Allora

1. fdebolmente crescentesu[a,b] = f'(x) >0V x € (a,b)
2. f'(x)>0Vx € (a,b) = fdebolmente crescente su [a, b]

3. f'(x)>0Vx € (a,b) = fstrettamente crescente su [a, b]

1. Stessa cosa con deb./strett. decrescentee f'(x) < 0/f'(x) <0

2. fpuo essere strettamente crescente, ma avere punti a derivata nulla

23.8 Teorema de L’Hopital

Teorema de L’Hopital: ha vari casi

lim L& _ jig £

x=xg g(x)  x=x g'(X)

a seconda che x, € R, x, = =00, 0 a seconda della forma indeterminata

5] [32) =] =] =]
24 Studio globale di funzione

Tracciare un grafico approssimativo di una funzione f(x) ottenuta da funzioni elementari,

per studiarne proprieta qualitative.

Esempio: f(x) = %

1. Insieme di definizione e simmetrie

R\ {0} insieme di definizione e non ha particolare simmetrie.
2. Continuita e limiti

f(x) & rapporto di funzioni continue, quindi € continua dove € definita. R\ {0} =

(—0,0)U (0,400)
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X

. e .
lim — = +oo per gerarchia
X—>+00 X
X

lim & =0" per teo algebrici
X—>—00 X
X

. e . .

lim — = +oo per teo algebrici
x—0t X
X

lim & = - per teo algebrici
x=0" X
3. Segno e zeri

Risolvo se possibile f(x) =0, f(x) > 0, f(x) < 0.

f(x)>0 sex>0
f(x)=0 mai
f(x) <0 sex<0

4. Derivata e monotonia
f(x) é rapporto di funzioni derivabili = & derivabile dove definita.
=&

x2

Calcolando la positivita della derivata trovo crescenza, decrescenza e minimi/massimi

locali.

f(1) = e minimo locale.
Applicazioni:

« inf/sup/max/min di f([a, b]) o di f~'([a, b])
« Trattare graficamente equazioni/disequazioni

« Passare Analisi |
Altre info utili nello studio di funzione:

« Asintoti
« Convessita/concavita/flessi

« max/min locali e globali
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24.1 Punti di non derivabilita

Se f(x) e continua in x,, ma non derivabile, possono succedere varie cose, tra cui

1. limy, q, L0200

S —f(x)
h

= ml,limh_)o— =myemy,m, € R,ml 75 my - X0

e detto punto angoloso

Sx+h)—f(x)
0 h

2. limy,_, = +oo (oppure —c0) => x, € detto flesso a tangente verticale

f(x+h)—f(x) SeA—f(x) _
h

3. limh_,0+ h

= o0, limy,_,(- Foo = Xx; & detto punto di

cuspide

25 Asintoti

25.1 Asintoti orizzontali

Una retta y = k & un asintoto orizzontale di f(x) per x —» +oo selim,_, , ,, f(x) = k.

E invece un asintoto orizzontale di f(x) per x — —oco selim_,_ f(x) = k.

Oss: ci possono essere al piu 2 asintoti orizzontali, che si trovano calcolando i limiti di

f(x)azxco.
25.2 Asintoti verticali

Una retta x = x,, € un asintoto verticale di f(x) se si verifica almeno una delle seguenti

condizioni:

. limx_>x0+ f(x) =400
. limx_,xar f(x)=—o0
. lirnx_)xa f(x) =+

. limx_ma f(x)=—-c0

Oss: f(x) puo avere quanti asintoti verticali vuole, ma tutti nei punti di discontinuita

oppure agli estremi finiti dell’insieme di definizione.
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25.3 Asintoti obliqui

y = mx + g € un asintoto obliquo di f(x) per x - +oo se

Jim (f(x) —mx —q)=0

Stessa cosa per x —» —oo.
Per trovare m e q:

1 m=lim,_, %

2. g=1lim,_,_  f(x)—mx

Oss:

« m = 0 e l'asintoto orizzontale
« Gli asintoti obliqui sono incompatibili con asintoti orizzontali

« E possibile che esista m ma non g, allora niente asintoto obliquo

. Selim,_ . f(x) = +oo, posso applicare L’Hopital, dunque lim,_ @ =

lim,_,, . f'(x) se questo esiste. Posso trovare i candidati m facendo il limite

della derivata.

« y = mx+qé asintoto obliquo di f(x) perx — +oco seesolose f(x) = mx+q+o(1)

per x — +oo
26 Taylor conresto di Lagrange

Data f(x) definita vicino a 0, dato n € N, se f(x) e derivabile n + 1 volte in un intervallo

(a, b) contenente 0 (quindi cona < 0 < b).

AlloraV x € (a, b) I ctaleche

1
1)

f)=P,(x) + D)

conctra0ex (ciog,sex>0,0<c<x,5ex<0,x <c<0).
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Sembra un altro pezzo del pol. di Taylor ma non viene calcolato in x 0 in 0, ma in un punto

in mezzo.

S ot s . C ®
P,(x) e il solito polinomio di Taylor 7/ _, %xk.

Oss: conn=20

fl(!C) x = f(x)— f0) = f'(c)(x —0)

fx)=f0)+

ovvero il teo. di Lagrange.

Versione centratain x:

0 = Fxg) + £ (x0)x = x0) + o — )2
+ ...
™ (xg) .
+ Y (x = xgp)
f(n+1)(c) bl
TR

con ¢ compreso tra x e x (cioé se x; < x, Xy < ¢ < X, 5 x5 > X, x < ¢ < X).

26.1 Utilita

26.1.1 Approssimazioni

o . 1
: —)1=9
Esempio: sin ( 10) !

f(x) = sin(x)
3

5 )
oo x x4
51n(x)—x+6+120+ 7 X

Sex = 1—10 = 0<c< 1—10, inoltre £ (x) = — cos(x). Ma in particolare | f7(x)| < 1.

1.3 1.5
iy o1 G G D0 1,
= Sm(m)‘ 0 6 T120 " 71 10

| . 1 1 1 1 1 1 1
sm(—)—(———-—+—-—>|$—-—
10 10 6 1000 120 100000 7! 107

Cio vuol dire che il seno € approssimato con un errore al massimo alla 92 cifra decimale.
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26.1.2 Confrontare la funzione con il suo sviluppo di Taylor

Esempio:e* > 1+xVxeR

2

”n C
Dim: TRAL = ¢* = 1+x+% -xT = 1+x+% -x2. Sapendo che l'ultimo termine

%C-xZZO = e >1+xVxeR.

27 Convessita

SiaICR

1. intervallo ([a, b], (a, b), [a, b), (a, b])
2. semiretta ([a, +00), (a, +00), (=0, b], (—00, b))

3. R

27.1 Convessita geometrica

Sia f : I - Runafunzione.

Si dice che f(x) & convessa in I se, comunque presi due punti del suo grafico sopra 1, il

segmento che li congiunge sta tutto sopra al grafico di f(x).

Si dice strettamente convessa se gli unici punti in comune tra il grafico e il segmento

sono gli estremi del segmento. (Se il grafico non contiene segmenti).

f(x) si dice concava (rispettivamente strettamente concava) se valgono le stesse

condizioni di prima, ma con il segmento sotto al grafico.

Occhio: f(x) = % e definitasuR \ { 0 }. Non possiamo parlare di convessitasu R\ { 0 },

ma solo su (—co0, 0) e su (0, +c0).

27.2 Definizione analitica

P, O punti nel grafico di f(x)
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P =(x, f(x))) 0 = (xp, f(xp)

Dunque il segmento per Pe Q & fatto dai punti

x1+tx2 f(xl)+tf(X2)
1+t "’ 1+1

Questo punto sta sopra al grafico di f(x) se e solo se

fxp) +1f(xy) S x| +1xy
1+1¢ - 1+1¢

o utilizzando a, b

1
a=——
141
b=
1+t

diventa

af(x;)+bf(x,) > f(ax; + bx,) VO0<ab<l,a+b=1

Questa ¢é la disuguaglianza di Jensen.

f(x)convessain I < ladis. diJensenvaleVx,,x, € I, Va,be[0,1],a+b=1.

Es: f(x) = x” & convessa in R.

ax? + bx3 >, (ax| + bx;)*> cona,be€[0,1l,a=1-b
x% + x% >9 2x1%,

(x| — x,)*> > 0 che & vera

Proposizione: f(x) derivabile in I. Allora f(x) & convessa in I se e solo se f(x) >

Fxp)+ fl(xp)(x —xg) VYx,xq€ I
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| Oss: f(x)concava < f(x) < f(xg) + f'(xp)(x —xp) Vx,xg €I

Teorema di convessita: sia f(x) derivabile due volte in I. Allora f(x) & convessa in

I < f"x)>0 Vxel

1. Se f"(x) >0 Vx € I,allora f(x) é strettamente convessa in I
2. Sef"(x)>0 Vx e I,allora f(x)econvessain I

3. Se f(x)éconvessain I,allora f"(x) >0 VxelI
| Oss: lo stesso con concavae f”(x) <0

Il contrario di 1. non vale.

Oss:

« f(x)convessainl < f'(x)crescentein I

« f(x)concavainl < f'(x)decrescentein I

Def: x,, si dice punto di flesso se f(x) € concava da un lato di x,, e convessa dall’altro.

28 Integrali definiti

Notazione: integrale tra a e b (estremi di integrazione) di f(x) (funzione integranda) in “de

x"(oggetto misterioso)

b
/ f(x)dx

28.1 Integrale proprio

Parliamo di integrale proprio se

cea,beR
o f(x)élimitatasu[a, b] (cioe AIM t.c. |f(x)| < MV x € [a, b))
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28.2 Convenzioni

1. [¥ f(x)dx = 0 (estremi coincidenti)

2. /a” f(x)dx = — [, f(x)dx (estremi scambiati)
28.3 Cos’é integrale

fab f(x)dx € un numero che rappresenta I’area con segno della parte di piano compresa

tra I'asse delle x e il grafico di f(x) per x € [a, b].

Definizione dell’integrale proprio (secondo Riemann):
1. Caso banale:

f(x)=A Vx € [a,b]funzione costante su [a, b].

b
/ S(xX)dx=A-(b—a)

2. Caso facile:
f(x) costante a tratti (o semplice, o a gradini, o step function) cioé esistono numeri reali

Mswosdpea=x9<x; <--<x,=btaliche f(x) =4 Vxelx_;,x) i=1,..,n

b n
/ f(x)dx=2/1j-(xj—xj_1)
a ,]=1

3. Caso generale:

f(x) limitata su [a, b].

« L’integrale superiore di f(x) su [a, b] &

b
I1(f;[a,b]) = inf{/ @(x)dx : @(x)step functione p(x) > f(x) Vx € [a, b]}

« L’integrale inferiore di f(x) su [a, b] €
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b
I~ (f;la, b)) = sup{/ w(x)dx : w(x)step functioney(x) < f(x) Vx € la, b]}

Oss: f(x) limitata = 3 una step function ¢(x) > f(x) Vx € [a, b] e 3 una step func.
v(x) £ f(x) Vx € [a,b] = idueinsiemi non sono vuoti = inf e sup sono numeri
reali.

Inoltre:

I=(f;[a, b)) < I"(f;[a, b))

perche ogni y(x) e < diognip(x) Vx € [a,b].

Def: si dice f(x) € integrabile secondo Riemann sull’intervallo [a, b] se I (f;[a, b]) =
17(f;[a,b).

In tal caso, si pone

b
/ f)dx =TI"(f;[a,b]) = I"(f;]a,b])

29 Proprieta dell’integrale e Funzioni integrabili

Teorema mistico: si hache I™ = I~ (cioeé f(x) integrabile secondo Riemann) in tutti i

seguenti casi (ma non solo):

1. f(x) monotona (anche non continua)
2. f(x)continuasu [a, b]

3. f(x)continua a tratti

29.1 Proprieta dell’integrale

L [2(fx) +g(x)dx = [P f(x)dx + [P g(x) dx (additivita)

2. [P(A- f(x))dx =4~ [P f(x)dx (omogeneita)

3. [P f(xydx = [ f)dx+ [P f(x)dx Ve € [a,b]

4.1 [P fydx| < [P 1f )l dx (= se f(x) 20 Vx € [a,b]allora [” f(x)dx > 0)
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Occhio: /" f(x) - g(x) dx BOH!

3. +Posso estendere la proprieta 3. per c esterno ad [a, b], ricordando che /ab f(x)dx =

- /a” f(x)dx e ammesso che f(x) sia integrabile su tutti gli intervalli coinvolti.

29.2 Criterio di integrabilita

f(x) limitata su [a, b] € integrabile secondo Riemann su [a, b] se e solo se V& > 0 posso

trovare due funzioni a gradini ¢(x), w(x) su [a, b] tali che

. (p(x)Zf(X)lej(x) VXE[a,b]
« [Mo(x) —y(x)dx <&

Oss: [(p(x) —w(x)dx = [P @(x)dx— [Py (x)dx per le proprieta 1. e 2.. Inoltre,
P(x) 2 y(x)Vx € [a,b] = @(x)-y(x)>20Vx € [a,b] = /ab(co(X)—W(X))dx >0

per la prop. 4..
30 Teoremifondamentali del calcolo integrale

Def: f : [a,b] — R continua, si dice che F : [a,b] — R € una primitiva di f(x) su

[a,b]se F'(x) = f(x) Vx€la,b]

Oss: se esiste, una primitiva non € mai unica: se F(x) € una primitiva di f(x), anche

F(x) + 1 lo é. (vero per ogni costante).

30.1 Procedura di calcolo per gli integrali definiti

Secondo teorema fondamentale del calcolo: sia f : [a, b] = R unafunzione continua

e sia F(x) una sua primitiva su [a, b]. Allora, per ogni[c,d] C [a, b], si ha
d
/ f(x)dx = F(d)— F(c)
c

Notazione: F(d) — F(c) = ...
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Lemma fondamentale: se F(x) e F,(x) sono due primitive di f(x) su [a, b], allora

F,(x) — F,(x) é costante su [a, b].

Se F,(x), F,(x) sono primitive di f(x) su [a, b] allora

‘ Vc,d] C[a,b]

d
[Fie] = [P0)

30.1.0.1 Funzione integrale

Per ogni x € [a, b], posso calcolare ®(x) = /ax f (@) dt (peril pt. 2. del teo mistico).

Oss: dato [c,d] C [a,b], allora [ f(Ndt = [* f(ydt— [¢ f(t)dt = D(d) — D(c) =

d
[(D(x)]c = se dimostro che ®(x) & una primitiva di f(x), ho finito.

Oss: per il teo di Weierstrass, f(x) ha max e min su [a, b] poiche € continua = &

limitata.

Teorema della media integrale: sia f : [a, b] — R continua, allora3c € [a, b] tale che

b
/ f)dx = f(c)-(b—a)

Primo teorema fondamentale del calcolo integrale: sia f : [a, b] — R una funzione

continua. La funzione integrale ®(x) = /ax f(®) dt & una primitiva di f(x) su [a, b].

Per il primo teo del calcolo, ®(x) = fax f(t)dt e una primitiva di f(x) e, per la def di ®(x)
d
(parte 2), fcd f(x)dx = [(I)(x)] ,infine, peril corollario al lemma fondamentale, (parte 1),
Cc
d d
data una qualsiasi primitiva F(x) di f(x) su [a, b] si ha [F(x)] = [(b(x)] = datauna
(4 C

qualsiasi primitiva F(x) di f(x) su [a, b], si ha

d d
/ () dx = [F(x)] Vc.d] € [a.b]
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31 Tecniche di integrazione

1. Primitive elementari
Sostituzione

Per parti

E

Funzioni razionali

31.1 Primitive elementari

Tabella delle derivate letta al contrario.

S (x) F(x)

1 b

xf Lo pER\ (1)
e” e~

% In x

cos x sin x

sin x cos x

1:7 arctan x

a* 1 x

Ina

Notazione: integrale indefinito / f(x) dx.

Discorso del +c: [ % dx =, —% +ec.

{F:IR\{O}—>[R|F’(x)=%VxeR\{O}}76{—%+c|ce[R}

Perché
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—§+1 sex>0
F(x) =

—%+7 sex <0

€ una primitiva con due c diversi (uno per intervallo di definizione).

posso scrivere In(—x) = suR \ { 0} posso usareIn |x|.

2 1
/ |x|3dx=/ arstdx ...
-1 0

#todo-uni

Oss: se f(x) & pari (e integrabile), allora

/af(x)dx:Z/af(x)dx
—a 0

oin generale

a 0
/ f(x)dx =/ f(x)dx
0 —a

Oss: se f(x) é dispari (e integrabile), allora

/af(x)dx=0

Occhio: /_11 i dx # 0 perché non é un integrale proprio.

31.2 Integrazione per sostituzione

b
Sappiamo che fabCD'(x)dx = [d)(x)] .

Con f(x) = F'(x),8(x) = G'(x):

del valore assoluto & > 0 e dove é < 0, e faccio la differenza.

Oss: Inx € una primitiva di % solo per x > 0. Se voglio una primitiva di i perx < 0

Es: f_zl |x|? dx. Per integrare un modulo spezzo l'integrale in due: dove ’largomento
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b G(b)
/ f(G(X))-g(X)dx=/ fdy
a G(a)

Procedimento grezzo: ho [ £(G(x)) - g(x) dx. Pongo y = G(x), allora & = £9% = g(x)

ovverody = g(x) - dx.
Sexvadaaab,y(cioé G(x)) va da G(a) a G(b).

Con l'integrale indefinito e uguale e posso ignorare gli estremi di integrazione, ma alla
fine devo “tornare alla x”.
Es: /[ xcos(x?) dx

(] y = x2

e dy=2xdx

/ xcos(xz) dx = / %cos(y) dy= % /cos(y) dy= % sin(y) + ¢ = % sin(xz) +c

Es:ftanxdx:fﬁﬂdx

COos x

s y=cosx

e dy=—sinxdx

/tanxdx:/wdxz/—ldy:—ln|y|+c=—ln|cosx|+c
cos x y

Es: [ f(x) f'(x)dx

cy=f(x)
edy=f'(x)dx

2 2
/f(x)'f,(x)dxz/yd)’=y7+c=(f(;)) +c

)
Es: /_f(x) dx

cy=rx
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edy=f'(x)dx

f'(x)
f(x)

Es: [ f'(x)-e/™dx

s y=/f(x)
edy=f'(x)dx

/f’(x)-ef(x)dxz...

31.3 Integrazione per parti

Partiamo da /” &' (x)dx = [d)(x)]b.

dx=/%dy=1n|y|+c=ln|f(x)|+c

Se®(x) = F(x) - G(x) = @'(x) = F'(x)- G(x) + F(x) - G'(x) e come prima f(x) =

F'(x),8(x) = G'(x).

Allora @' (x) = f(x) - G(x) + F(x) - g(x) =>

b
[ 760600+ Fx)- g0 = [ o - 600)

dunque

b b b
/ () - G(x)dx = [F(x)-G(x)]a— / F(x) - g(x) dx

Versione grezza: [ fG = FG — [ Fg.

Es: /erx dx
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2 2x 2x
/x-ezxdx:x-%—/l-e—dx:xe——lezx+c

Es: [(cosx) - x*dx

e f=cosx = F =sinx

cG=x = g=2x

/(cosx)-xzdx=sinx-xz—/sinx-2xdx=x2sinx—2/(sinx)-xdx

e f=sinx = F =-—cosx

oG:X:}g:l

/xzsinx—Z((—cosx))dxn- = x%sinx + 2xcosx — 2sinx + ¢

Cosi si fanno tutti gli integrali della forma

o [P(x)- e dx
+ [ P(x) - cos(ax)dx

o intP(x) - sin(ax) dx
con P(x) polinomio, a € R.

Oss: integrali del tipo [ sin(ax)-cos(fx) dx, [ sin(ax)-sin(fx) dx, [ cos(ax)-cos(fx) dx
si fanno “facilmente” con le formule di Werner, cioé l'inverso delle formule di Prostafe-

resi.

Es: [ x - sin(x) - cos(2x) dx

o sin(x + 2x) = sin(x) - cos(2x) + cos(x) - sin(2x)
 sin(x — 2x) = sin(x) - cos(2x) — cos(x) - sin(2x)

« = sin(x) - cos(2x) = %(sin(3x) + sin(—x))

- /xsinxcostdx:%/xsiandx—%/xsinxdx
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| e poi si procede per parti.
Es: [ cos® xdx = [ cosx - cosxdx

e f=cosx = F =sinx

e G=cosx = f =-—sinx

:sinx-cosx—/sinx-(—sinx)dx
=sinx-cosx+/(1—cos2x)dx
=sinx-cosx+x—/cos2xdx

porto lo stesso integrale iniziale con coeff. diverso al primo membro
2 . 2 1 . X
2 [ cos“xdx =sinx-cosx+x = cos xa’x:ismx-cosx+5+c

Es: [Inxdx

of:l:}F:x

e G=Ihx = g:l

X

/lnxdx:/l-lnxdx:xlnx—/x-ldx:xlnx—x+c
x

Es: fezx -cos(3x)dx
_ ,2x _ 1 2x
e f=et = F = 5€

e G =cos(B3x) = g = —-3sin(3x)

= %ez"-cos@x)— / %eb‘-(—s sin(3x)) dx

er
=13 (2cos(3x) + 3sin(3x)) + ¢
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31.4 Integrazione delle funzioni razionali

Una funzione razionale € un rapporto tra polinomi.

P(x)
Q(x)

dx

si puo sempre risolvere esplicitamente a patto di saper fattorizzare Q(x) in termini di grado

le2.

Caso Q(x) grado 1:

P(x)
/ax+bdx a#0

Divido P(x) per ax + b (divisione tra polinomi con resto).

— P(x)=(ax+b)-Pi(x)+c c€eR

Oss: ¢ = P(—g).

P(x) = P,(x) c
ax+b ax+b
Integro.
P(x) _ ¢
/ax+bdx—/731(x)dx+/ ax+bdx
Caso Q(x) grado 2:

/ P(x)

—dx

ax? + bx + ¢

Seil grado di P(x) > 2, divido: P(x) = P;(x) - (ax* + bx + ¢) + R(x), dove il grado di
R(x) < 1.

P R
— /¢dx=/731(x)dx+/¢dx
ax? 4+ bx+c ax? 4+ bx+c
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Parentesi: ax? + bx + ¢

A = b? — dac

e A>0 = alx—a)x—p)

e A=0 = a(x—oz)2

c A0 = a[(x—a)2+ﬁ2]

Calcolo A e distinguoi 3 casi

A >0

#todo-uni finire gli appunti per tutti e tre i casi (L45).
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