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1 Matematica discreta

Discreto: composto di elementi distinti, separati tra di loro.

Un sistema é:

« Discreto se ¢ costituito da elementi isolati

+ Continuo se non ci sono vuoti tra gli elementi

| sistemi informatici si basano su un sistema binario, percio discreto.

Possiamo approssimare un sistema continuo dividendolo in piccole parti (discretizzazione

o digitalizzazione).

1.1 Fasidella matematica discreta
« Classificazione: individuare le caratteristiche comuni di entita diverse (teoria degli
insiemi)
+ Enumerazione: assegnare ad ogni oggetto un numero naturale (contare)

+ Combinazione: permutarne e combinarne gli elementi (grafi)

Queste fasi guidano un algoritmo.

1.2 Logica

In filosofia, la logica e lo studio del ragionamento, dell’argomentazione, e dei procedi-

menti inferenziali per distinguere quelli validi da quelli non validi.

La logica matematica vede questi procedimenti come calcoli formali, con una struttura

algoritmica.

Infatti, & tutto basato sull’algebra di Boole.

1.2.1 Algebra astratta

L’algebra astratta studia le strutture algebriche, ovvero insiemi muniti di operazioni.
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2 Insiemi e Operazioni

2.1 Numeri
2.1.1 Numeri naturali

I numeri naturali sono i primi che impariamo, e nascono dall’attivita di contare.

Essi formano un insieme, chiamato insieme dei numeri naturali (N).

N=1{0,1,2,3,4,....,n,n+1,... }

Contare non é altro che assegnare ad ogni oggetto un numero naturale (in ordine).

N ha un limite inferiore (0), ma non ha un limite superiore, quindi N € infinito.

2.1.1.1 Definizione semiformale

« | numeri naturali hanno [’elemento 0
+ Ogni elemento n ha (esattamente) un successore s(n)
« 0 non & un successore di nessun elemento

+ Due elementi diversi hanno successori diversi
Questa definizione e la base del processo di induzione.

Una proprieta e vera in tutto N se e solo se:

« Everain0

« Seéverainnalloraeverain s(n)

E possibile anche iniziare da un numero arbitrario.

2.1.2 Numeri interi

« ”»

I numeri interi (relativi) & 'insieme dei numeri naturali preceduti da un segno “+” o

Questo insieme si denota con il simbolo Z.
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Z={..,~(n+1),-n,...,-2,-1,0,1,2, ....n,n+1,...}

Ogni intero ha un successore, ma anche un predecessore (non c’e€ un minimo).

| numeri interi positivi (pit 0) formano N.

NcZ

N=2ztu{0}

2.1.2.1 Valore assoluto Il valore assoluto di un numero intero & il numero privo di

segno.
| —nl=n
In| =n

L’opposto di un numero si ottiene cambiandogli il segno.

2.1.3 Numerirazionali

Razionale in questo caso si riferisce a ratio ossia proporzione. Indicano dunque una

proporzione risultante da una divisione.

Si esprimono come rapporto di due numeri interi (frazioni).

|3

Siindicano con il simbolo Q.

2.1.3.1 Rappresentazioni e Relazioni Ogni numero razionale puo essere rappresenta-

to da un numero decimale finito o periodico.

NcZcaQ

Federico Zotti 11



Appunti di Fondamenti 2023-12-13

2.1.3.2 Densita | numerirazionali sono densi: fra due razionali ¢’é sempre un altro

numero.

Sono comunque discreti.

2.1.4 Numeri reali
| numeri irrazionali (I) sono quelli che non si possono esprimere tramite frazioni: hanno
un’espansione decimale infinita e non periodica.

L’insieme dei numeri reali (R) contiene tutti i numeri che ammettono una rappresenta-

zione decimale.

NCcZcQcCcR

R=0Qul

2.1.4.1 LaRettareale L’insieme dei numerireali spesso viene rappresentato su una

retta (ordine implicito).

A ogni punto della retta & associato un numero reale e viceversa (corrispondenza biunivo-

ca).

2.1.5 Numeri complessi

I numeri complessi (C) estendono i reali per eseguire operazioni che non sono ben definite

altrimenti.
Nascono dalla necessita di estrarre radici a numeri negativi.

Definiscono l'unita immaginariai = v/—1. Un numero complesso & a+ bi,cona, b € R

NczZcQcRcC

2.1.6 Numeri booleani

L’insieme dei numeri booleani &
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B=1{01)

2.2 Insiemi

Gliinsiemi, le loro proprieta e le loro operazioni sono alla base della matematica moderna

e dell’informatica.

Un sistema e discreto se costituito da elementi isolati e continuo se non vi sono spazi
vuoti. In matematica, discreto si basa sul concetto di cardinalita (il “hnumero” di elementi

che contiene).

Un insieme ¢ discreto se (e solo se) i suoi elementi si possono numerare.

Un insieme € un raggruppamento di oggetti distinti e ben definiti.

Gli oggetti che formano l'insieme sono i suoi elementi. In un insieme, tutti gli elementi
sono distinti e 'ordine non e rilevante.

Gli elementi di un insieme possono essere anch’essi insiemi.

Un tempo si pensava che la teoria degli insiemi poteva dare una base solida alla mate-

matica. Esistono paradossi pero che dicono il contrario.

Per esempio il paradosso del barbiere

In un villaggio vi € un solo barbiere, che rade tutti e soli gli uomini del villaggio che

non si radono da soli. Chi rade il barbiere?

o il paradosso eterologico

» o«

Una parola e autologica se descrive se stessa (“polisillabica”, “corta”, “leggibile”).

Una parola e eterologica se non ¢ autologica (“polisillabica”, “lunga”, “illeggibile”).

“Eterologica” ¢ eterologica?

Il pitt famoso di essi € il paradosso degli insiemi (Bertrand Russel)
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Considerate l'insieme N di tutti gli insiemi che non appartengono a se stessi. N

appartiene a se stesso?

Per costruire questo tipo di paradossi € necessario usare un’autoreferenza e una nega-

zione.

Questa idea torna in diversi contesti per dimostrare 'impossibilita o inesistenza di certe

strutture.

2.2.1 Notazione

Gli insiemi generici saranno denotati da lettere latine maiuscole

A,B,C,...

e i loro elementi con lettere latine minuscole

ab,c,...

L’insieme senza elementi si chiama vuoto e si denota con @.

L’'uguaglianza fra oggetti (elementi, insiemi, entita, ecc.) si denota con “=". La disugua-

glianza si denota con “#”.
L’'uguaglianza ha tre importanti proprieta:

« Riflessivita: A = A
« Simmetria: A=B < B=A

« Transitivita:se A= Be B=Callorad=C
Un insieme puo avere diverse rappresentazioni:

« Diagramma Eulero-Venn

+ Rappresentazione estensionale: elenco di tutti gli elementi ({ x, y,z })

- {rosso, giallo, arancio }: insieme con tre elementi

Federico Zotti 14
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{ rosso, giallo, rosso }: insieme con due elementi

{ @ }: insieme con un elemento

{0,1,2,3, ... }: insieme dei numeri naturali

{(2,1,2,{3}}

+ Rappresentazione intensionale: consiste nel formulare una proprieta P caratteri-

stica che distingue precisamente gli elementi dell’insieme (S = { x | P(x) })

{x|x € Z,x>0}: insieme dei numeri interi positivi

{ x| x &un colore dell’arcobaleno }

{x|xeZ,x>3,x<100}={4,5,...,99,100 }

{ x| x € un numero primo }

Per ogni elemento x esiste l'insieme singoletto { x }.

Proprieta complesse si possono costruire combinando proprieta piu semplici mediante

operazioni vero-funzionali.

Un sottoinsieme di A € un insieme formato unicamente per (alcuni) elementi di A. Un

sottoinsieme B di A é proprio se e diversoda A eda @.

L’insieme vuoto ammette esattamente un sottoinsieme: @& (sottoinsieme non proprio). Un

singoletto { a } ammette due sottoinsiemi: @ e { a } (sottoinsiemi non propri).

Se A e B hanno gli stessi elementi, sono mutuamente sottoinsiemi

A=BseACB BCA

L’inclusione soddisfa le proprieta:

« Riflessivita: A C A
o Antisimmetria: ACBABCA < A=B

« Transitivita: ACBABCC < ACC

L’insieme potenza (o insieme delle parti) di un insieme S, scritto £2(.S) & l'insieme formato

da tutti i sottoinsiemi di .S.

P2S)={x|xCS}
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Esempi:
s Z@)={0}
c Ploh={2.{0}}
« P({x,y})=7?

Se S hanelementi (n > 0) allora £2(S) ha 2" elementi.

2.2.2 Operazioni

2.2.2.1 Unione L’unione didueinsiemi A e Bsidenota

AUB

ed é definita come

AUB={x|x€AVx€EB}

Le proprieta dell’'unione sono:

+ Ildempotenza: AUA=A

« Commutativita: AUB=BUA

« Associativita: AU(BUC)=(AUB)UC
+ Esistenzadelneutro: AU = A

+ Assorbimento: AUB=BseACB

« Monotonicita: ACAUBeBCBUA

2.2.2.2 Intersezione L’intersezione di dueinsiemi A e Bsidenota

ANB

ed é definita come

ANB={x|xe AAx€E B}
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Le proprieta dell’intersezione sono:

« ldempotenza: AnNA=A

« Commutativita: AnNB=Bn A

« Associativita: AN(BNC)=(AnB)NnC
+ Annichilazione: ANg =9

+ Assorbimento: AnNB=BseACB

« Monotonicita: ANBC AeANBCB

L’unione e l'intersezione distribuiscono una sull’altra

ANBUC)=(ANB)UANC)

AUBNC)=(AUB)N(AUC)

2.2.2.3 Sottrazione La sottrazione tradueinsiemi A e B é definita come

ANB={x|x€AAXE& B}

Le proprieta della sottrazione sono:

c ANA=Q
oA\@:A
o@\A:@

« ANB=ANB
e (ANB)N\C=A~(BUC)=(A~O)\B
e ANB#B- A

2.2.2.4 Differenza simmetrica La differenza simmetricatraAe Bé

AAB=(A~B)U(B~A)=(AUB)\(ANB)

Proprieta:
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c AN =A
« AAB=BAA

2.2.2.5 Complementazione Dato uninsieme diriferimento U (chiamato Universo), il

complemento assoluto di A e definito come:

A={x|xeU,x¢ A}=U~4A

Le proprieta della complementazione sono:

U=g

c@=U

cA=A

« AN A = @ (terzo escluso)

c AUA=U

«(AUB)=ANB (legge di De Morgan)
« (AN B) = AU B (legge di De Morgan)
«ACB < BCA

2.2.3 Famiglie di insiemi

Un insieme i cui elementi sono tutti insiemi viene chiamato famiglia di insiemi (7).

Le operazioni su una famiglia di insiemi sono:

UF = {x|x € Aperalmenouninsieme A € F}

NF={x|x€eAVAeF}

Dunque

UP(A)=AVA
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2.2.4 Partizioni

Una partizione di un insieme A # @ € una famiglia F di sottoinsiemi di A tale che:

s Yc €F, c# @ (non trivialita)
o UF = A (copertura)

s seceF,DeFeC # D,alloraCn D= g(disgiunzione)

2.3 Relazioni

2.3.1 Ordinamenti negli insiemi

Ricordate che gli insiemi non sono ordinati

{x,y}={rx}

A volte e utile poter ordinare i loro elementi in modo chiaro.

2.3.1.1 Coppiaordinata Una coppia ordinata e una collezione di due elementi, dove

si puo distinguere il primo e il secondo elemento

(x, )

Il primo elemento é x e il secondo € y. Notare che esiste la coppia ordinata (x, x).

2.3.1.1.1 Formulazione Insiemistica La coppia ordinata (x, y) non ¢ altro che linsie-

me

{{xh{xy}}

SiaF = {{x},{x,y}}. xeil primo elemento < x € NF (appartiene a tutti gli

insiemi). y & il secondo elemento < y € UF\ NF (non appartiene a tutti gli insiemi)

oppure { y} = UF (F = {{y}}).
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Notare che (x, x) = {{x}, {x,x}}.

2.3.1.1.2 Definizione giusta Vogliamo vedere che questa definizione caratterizza le

coppie ordinate. Ciog, che

(a,b) = (x,y) = {{a}.{a,b}} = {{x}. {x.y}}

Le coppie ordinate sono ben definite.

2.3.1.1.3 Generalizzazione Possiamo generalizzare le coppie ordinate a tuple ordi-

nate di lunghezza n > 2 (n-tuple ordinate) definendo

<x1’x2’ ’xn’xn+1> = ((XI’XZ’ ’xn>’xn+1>

2.3.1.2 Prodotto cartesiano Dati due insiemi A e B, definiamo il prodotto cartesiano

come

AXB={(x,y)|x€ A,y € B}

A X B é linsieme di tutte le coppie ordinate dove:

« il primo elemento appartiene ad A

« il secondo elemento appartienea B
Notare che:

e AXB#BXA
c AXP=0=0XA

A X A & avolte denotato con A2

2.3.1.3 Sequenze S” e l'insieme di tutte le n-tuple di elementi di .S definito tramite
prodotti cartesiani di S. Una sequenza finita di elementi di S € un elemento di S” per

qualchen e N.
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In altre parole, una sequenza € una tupla ordinata

<S1’ Sn>
doven € Neognis; € S.
2.3.1.4 Segmento Data una sequenza finitas = (s,,...,s,), una sequenza ¢’ =
(Sks Sga1s -+ » Sy dove 1 < k < ¢ < néchiamata un segmento di o.

Il segmento € iniziale sse k = 1.

2.3.2 Relazioni

Una relazione tra gli elementi di due insiemi A e B non e altro che un sottoinsieme di

AX B.

Una relazione rappresenta un collegamento tra gli elementi di A e quelli di B.

2.3.3 Relazioni tra oggetti

Se la coppia ordinata (x, y) appartiene a una relazione R C A X B, sidicechex € A ha

come corrispondente y € B nella relazione R oppure che x € in relazione con y.

2.3.4 Rappresentazione tabulare

Ogni relazione si puo rappresentare graficamente tramite una tabella.

2.3.5 Rappresentazione matriciale

R si puo anche rappresentare tramite una matrice booleana.
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Ogni riga rappresenta un elemento dell’insieme A e ogni colonna rappresenta un elemento

di B.

2.3.6 Elementi di unarelazione

Sia R C A x Bunarelazione

« Il dominio di R (dom(R)) e l'insieme di tutti gli oggetti x € A tali che (x,y) € R per

qualchey € B.
dom(R)={xe A|dy € B,(x,y) € R}.

« Il codominio ¢ 'insieme di tutti gli oggetti y € Btali che (x,y) € R per qualche

X € A.
codom(R)={ye B|dx € A,{(x,y) € R}.

+ Il campo o estensione di R € dom(R) U codom(R).

2.3.7 Relazioni n-arie

Il concetto di relazione pud estendersi a tuple ordinate con piu di due elementi.

Se gli elementi delle tuple appartengono allo stesso insieme A, allora una relazione n-aria

& un sottoinsieme di A™.

Esempi:

« {{x,x)|x € A} eunarelazione binariasu A
o {{x,¥)]|x,y €N,x <y} elarelazione d’ordine naturale su N

s {3 2) | x, 3,z € R, x*> + y* = 22 } & un’area geometrica
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2.3.8 Operazioni su relazioni

Siano R, S C A x Bdue relazioni

R U S ha tutte le coppie che appartengonoa Roa S

R n S ha tutte le coppie che appartengono ad entrambi Re S
e« R={(x,y)|(x,y) & R} C Ax Béil complemento di R

R '={(nx)|(x,y) € R} C Ax Bélarelazione inversadi R

2.3.9 Proprieta delle relazioni

Siano R, S C A X Bduerelazioni

«SeRC SalloraSCR

« (RNS)=RUS

« (RUS)=RNS
«seRC SalloraR'cs!
c(RNS)'=R1Tns!

c (RUS) =R Tus™!

2.3.9.1 Esempi Siano A = {a,b},R = {{(a,b),{(b,a)},S = {{a,b),{a,a)} (R C
A% S C A%).

1. RnS ={{ab)}

2. RUS={(bb)}

3. R"'=R

4. STl £ S
2.3.10 Identita
Dato un insieme A, la relazione

I,={{x,x)|x€A}

dove ogni elemento ¢ in relazione con se stesso & chiamata l'identita su A.
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2.3.11 Proprieta delle relazioni binarie

Una relazione R C A% ¢

+ Riflessivase (x,x) e RVxe A(I4 C R)

+ Simmetricase (x,y) € R = (y,x) € R(R=R7})

« Antisimmetricase (x,)),(y,x) e R = x=y(RnR!C1,)

« Antisimmetrica (def alternativa)se x # yA{x,y) € R = (y,x)& R(RNR™' C
1,)

Transitivase (x,y),(y,z) € R = (x,z) €R

2.4 Funzioni

Una classe di relazioni binarie di particolare importanza sono le funzioni (o applicazio-

ni).

Una funzione € una relazione R C A x Btale che ad ogni a € A corrisponde al piti un

elemento b € B.
Formalmente: se (a, b),{a,c) € Rallorab=c.
Notazione: f : A > B

Se perognia € A esiste esattamente un b € Btaleche (a, b) € R, allora f & unafunzione

totale.

Riformulazione: una relazione f C A x B e una funzione se per ogni x € dom(f) esiste

ununico y € Btale che {x,y) € f. f(x) denota tale elemento y.

Se x € dom(f), allora si dice che f¢é definitain x. Se A = dom(f) allora f € una funzione

totale.

2.4.1 Funzione iniettiva

Una funzione f & iniettiva se porta elementi distinti del dominio in elementi distinti del

codominio (immagine).
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f : A— Béiniettivasseperognix,y € A, x #y = f(x) # ().

2.4.2 Funzione suriettiva

Unafunzione f e suriettiva quando ogni elemento di Béimmagine di almeno un elemento

di A ossia, quando B = codom(f).

f 1 A — Bésuriettiva sse per ogni y € Besiste un x € A tale che f(x) = y.

2.4.3 Funzione biiettiva

Unafunzione f : A — B¢ biettiva sse e iniettiva e suriettiva.

Attenzione: f puod non essere totale.

« Ad ogni x € dom(f) corrisponde esattamenteun y € B

« Ad ogni y € B corrisponde esattamente un x € dom(f)

2.4.4 Corrispondenza biunivoca

Una corrispondenza biunivoca tra A e B € una relazione binaria R C A x Btale che
ad ogni elemento di A corrisponde uno ed un solo elemento di B e viceversa, ad ogni

elemento di B corrisponde uno ed un solo elemento di A.

Tale R deve essere una funzione totale, iniettiva e suriettiva.

2.4.5 Formalizzazione

fCAXB

dom(f)={xe A|Iye Bx,y) € f}

codom(f)={y€e A|Ixe€ Bx,y) € [}

Funzione (parziale)
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Vae AVx,ye B.({(a,x) € fA(a,y) Ef) = x=y

Funzione totale

Vae Ad'x e Bla,x)E f

Funzione iniettiva

Vae AVx,ye B.({a,x) € fA(a,y)Ef) = x=yA

Va,be AVx € B.({a,x) € fA{b,x)E f) = a=0b

Funzione suriettiva

Vae AVx,y€ B.({a,x) €E fA{(a,y)E f) = x=YyA

Vxe Bilae Afa,x)E f

Funzione biiettiva

Vae AVx,ye B.({a,x) € fA(a,y)Ef) = x=yA
Va,be AVxe€ B.({a,x) € fA{(b,x)E f) = a=bA

VxeBIae Ala,x)E [

2.4.6 Punto fisso

Sia Auninsiemee f : A - Aunafunzione.

Un punto fisso di /& un elemento di A che coincide con la suaimmagine

x = f(x)

2.4.7 Operazioni

Sia A uninsieme.
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Un’operazione (n-aria) su A & unafunzione A" — A.
L’operazione e totale sse la funzione ¢ totale.
2.4.8 Immagine inversa

Sia f : A — Bunafunzioneey € Bl'immagine inversadi finyeé

71 B> P(A)

Floy={xedlfx)=y}

Nota: f & iniettiva sse per ogni y € B, f~!(y) ha al pili un elemento.

2.4.9 Funzione inversa

Unafunzione f : A — Beinvertibile se esiste una funzione g : B — A tale che per ogni

x € Aeogniy € Bo

g(f(x) =x
fey) =y

In questo caso, g & I'inverso di f e si rappresenta come f~!.

Una funzione f & invertibile sse e iniettiva. f_, e totale sse f & suriettiva.

2.4.10 Composizione di Funzioni

La composizione di due funzioni si riferisce all’applicazione di una funzione al risultato di

un’altra.

Sianof : A - Beg : B — Cdue funzioni. La funzione compostago f : A - Cé

definita per ogni x € A da

(g ) =g(f(x))
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(g o f)(x) e definita sse f(x) e g(f(x)) sono definite.

Sef : A— Beg : C — Dsonoduefunzioni,allora lacomposizione g f € solo definibile

se codom(f) C C.

Le proprieta della composizione:

+ Associativa: fo(goh)=(fog)oh
« Se fe gsono entrambe iniettive, allora f - g € iniettiva
« Se fe gsono entrambe suriettive, allora f o g € suriettiva

« Se fe gsono entrambe invertibili, allora f - g & invertibile (g /)™! = f~' o g7})

2.4.11 Funzione caratteristica

| sottoinsiemi di un insieme A si possono anche rappresentare tramite una funzione detta

caratteristica.

La funzione caratteristica di un insieme .S C A € la funzione f : A — { 0,1} dove

0 x&S8
fs(x) =
1 xes8

Perognix € A

* fsar(x) = fs(x) - f(x)
* Ssur(x) = fs(0) + f(x) = fs(x) - fr(x)
© fspr(x) = fs(0) + fr(x) =2 fs(x) - frx)

2.4.12 Multinsiemi

Un multinsieme € una variante di un insieme dove gli elementi si possono ripetere

{aab,c,c,c} #{ab,c}

Formalmente un multinsieme & una funzione da un insieme a N
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fiA—=N

che esprime quante volte si ripete ogni elemento nel multinsieme (A = { a,b,¢,d })

{(a,2),(b,1),(c,3),(d,0) }

2.5 Cardinalita

I numeri cardinali si utilizzano per misurare gli insiemi (indicare la loro grandezza). Se un
insieme é finito, la sua cardinalita & un numero naturale (il numero di elementi). Con i

numeri cardinali, possiamo anche misurare e classificare insiemi infiniti.

2.5.1 Cardinalita tramite funzioni

Georg Cantor utilizzo le proprieta delle funzioni per paragonare la cardinalita degli insie-
mi.

Sia funafunzione f : A > B

« Se fésuriettiva allora B non e “pit grande” di A

+ Se fétotale e iniettiva allora A non & “piu grande” di B

Due insiemi sono equipotenti (hanno la stessa cardinalita) sse esiste una funzione biuni-

voca fra di loro.

2.5.2 Cardinalita finite

Se A ha n elementi, allora A ~ {1,...,n}. In questo caso si dice che A é finito e ha

cardinalita (o potenza) n.

Utilizziamo la notazione
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|Al =n

| numeri naturali si utilizzano come cardinali finiti.

Se|A| = nallora | Z(A)| =2".

2.5.3 Numerabili

Basati su questa definizione, chiamiamo numerabili tutti gli insiemi che hanno la car-
dinalita di N. I suoi elementi possono essere posti in corrispondenza biunivoca con i

naturali.

A~N~N*

La cardinalita di N e chiamata R,,.

IN| =R,

N, € il piu piccolo dei numeri cardinali transfiniti (i cardinali per misurare insiemi infiniti).

Ovviamente X, non € un numero naturale.
| seguenti insiemi sono numerabili:
 L’insieme dei numeri pari

« L’insieme dei numeri primi

« L’insieme dei numeri interi Z

f:N>Z

—% se x pari
fx) =

% se x dispari

« Il prodotto cartesiano N x N
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+ I numerirazionali @ (c N x N)

2.5.4 Il continuo
[0,1]={xeR|]0<x<1}~Z(N)

Denotiamo per convenzione | Z(N)| = 2%, Allora |R| > 2%,

Cantor dimostro che ¥ < 2% (in realta che |A| < | 22(A)|). Dunque R non & numerabi-

le.

2.5.4.1 Teorema di Cantor

N, < 2%

Dobbiamo dimostrare che non esiste una funzione biunivoca f : N - Z(N).

Supponiamo che esiste una tale funzione f. Definiamo

Z={zeN|ng f(m}CN

Siccome f € biunivoca (quindi suriettiva), esiste k € Ntale che f(k) = Z.
Domanda: k € Z?

Se k € Z, allora per definizione k & f(k) = Z. Sek ¢ Z, allorak & f(x) e quindi per

definizione k € Z.

Conclusione: la funzione f non puo esistere.

2.5.5 Gerarchia transfinita

Cantor defini la gerarchia dei numeri transfiniti

Ny <N <Ny <L

L’ipotesi del continuo dice che X, = 2%, Non ci sono insiemi di cardinalita intermedia

fraNeR.
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3 Strutture relazionali, Grafi e Ordinamenti

3.1 Rappresentazioni

Le relazioni possono essere rappresentate da diverse forme:

+ Rappresentazione per elencazione: descrivere 'insieme di coppie ordinate (R =
{(1,2),(2,4).(3,6) })

+ Rappresentazione sagittale: collegare con delle frecce gli elementi che verificano
la relazione

« Rappresentazione tramite diagramma cartesiano: se .S e T'sono sottoinsiemi di
R, rappresentare le coppie come coordinate sul piano cartesiano

+ Rappresentazione tramite tabella: una matrice booleana con per colonne gli

elementi dell’insieme di arrivo e per righe 'insieme di partenza.

3.1.1 Relazioniin uninsieme

Unarelazione R C S x S & detta relazione in S. In una relazione in S, la rappresentazione
sagittale collassa in un grafo. Usiamo lo stesso insieme per l'origine e la destinazione
di ogni freccia. Formalmente un grafo e costituito da nodi collegati fra loro da frecce (o

spigoli). Se (x,y) € R, disegnamo uno spigolo da x a y.

Le proprieta di una relazione sono (again):

« Riflessivase: (x,x) € RV x € S (ogni nodo ha un cappio)

+ Irriflessiva se: (x,x) & RV x € S (nessun nodo ha un cappio)

« Simmetricase: (x,y) € R = (y,x) € R (ogni spigolo ha il suo inverso)

« Asimmetricase: {x,y) € R = (y,x) & R (nessuno spigolo ha il suo inverso e
nessun nodo ha un cappio)

+ Antisimmetricase: (x,y) € RA(y,x) € R = x = y(nessuno spigolo ha il suo
inverso (escluso il cappio))

 Transitivase: (x,y) € RA(y,z) € R = (x,z) ER

Unarelazione RC S x SinSeé
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+ Connessa se ogni due elementi sono collegati. V x, y € Sxsex # yallora(x,y) € R
oppure(y,x) € R

+ Relazione di equivalenza se ¢ riflessiva, transitiva e simmetrica

La relazione vuota @ C S x S e irriflessiva, simmetrica, asimmetrica, antisimmetrica e
transitiva. L'identita I € riflessiva, simmetrica e transitiva (€ una relazione di equivalen-

za).

3.1.2 Riflessivita ed operazioni

Siano R ed R’ due relazionisu S

1. Se R ériflessiva, R™! & riflessiva (stesso per irriflessibilitd)
2. Rériflessiva sse R & irriflessiva
3. Se Red R’ sonorriflessive, alloraanche Ru R’ e Rn R’ sono riflessive (stesso per

irriflessibilita)

3.1.3 Simmetria ed operazioni

Siano R ed R’ due relazionisu S

1. Résimmetricasse R = R™!

2. Se R ésimmetrica, allora R™! e R sono simmetriche
3. Réantisimmetricasse RN R™! C I

4. Réasimmetricasse RNR™! =@

5. Se Red R’ sono simmetriche, alloraanche RU R’ e Rn R’ sono simmetriche

3.1.4 Transitivita ed operazioni

Se R ed R’ sono transitive allora R n R’ é transitiva. R U R’ non & necessariamente

transitiva.
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3.1.5 Matrici booleane

Una matrice booleana & una matrice a valori { 0,1 }. La matrice booleana associata a

R C S xTsidenota My. Se |S| =ne|T|=m, Mg hanrighe em colonne.

Lariga i corrisponde all’elemento s; € S, la colonna j corrisponde all’elemento 7; € Ted

e tale che

1 (si»1;) € R

0 altrimenti

3.1.5.1 Proprieta di una matrice booleana Se R é una relazione su S, My ha le stesse

proprieta della visualizzazione tabulare.

+ Reriflessiva sse M ha tutti 1 sulla diagonale principale

« Reéirriflessiva sse My ha tutti 0 sulla diagonale principale

+ Reésimmetrica sse M & simmetrica

* Réasimmetrica sse perognii, j,sem;; = 1,alloram; = 0

+ R é antisimmetrica sse per ognii # j, se m;; = 1,alloram;, =0
« My élatraspostadi My

+ Mg siottiene scambiandoOe 1in My

R = {(0,0),(1,2) }

1 00O 1.0 0 0

0010 00 0O
MR= _)MR—1=

00 0O 01 00

00 0O 00 0O
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3.1.6 Operazioni su matrici booleane

Se M e N sono due matrici booleane di dimensionin x m, M L N (iljoindi M e N) é la

matrice booleana L didimensionee n X m i cui elementi sono

0 altrimenti
M n N (il meet di M e N) é la matrice booleana L di dimensione n X m i cui elementi

sono

0 altrimenti

LI e 1 sono commutative, associative e distributive fra di loro.

3.1.7 Prodotto booleano

Siano M e N matrici booleane di dimensioni nxm e mX p rispettivamente. Il loro prodotto

booleano ¢ la matrice L = M © N di dimensionin x p dove

1 dk,1<k<mtcmy=1An;=1

0 altrimenti

Esempio:

1 001 010 011

0 010) 1 11 1 11

Questa operazione € associativa ma non commutativa.
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YT Link con spiegazione?.

3.2 Composizione direlazioni

DatiR, C SXT,R, C T X O:

Rye R ={{(x,y)eSXQ |3 €TAx,z) € Ri,{(z,y) €ER, }

R, o R, ¢ lacomposizione di R, e R,.

La composizione si puo calcolare tramite il prodotto di matrici booleane.

Mpyor, = Mg, © M,

3.3 Relazioni di Equivalenza

Una relazione di equivalenza ci aiuta a creare blocchi di elementi che hanno qualcosa in
comune. Sono relazioni che si comportano “come l'uguaglianza” tra oggetti. Dal punto di
vista di una proprieta data, non esistono differenze tra due elementi in una relazione di

equivalenza.
Def: una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva & detta relazione di equivalenza.

Esempio:

« Appartenere alla stessa classe

« Essere nati nello stesso anno

Essere parallele nell’insieme delle rette

Se f : A — Béunafunzione totale, allora la relazione

R:={{x,y) e AXA| f(x)=f(y}

https://youtu.be/BjTeDlpj-ts?si=snvhzdZvQByBGinl
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€ una relazione di equivalenza.

La rappresentazione sagittale di una relazione di equivalenza consiste di diversi grafi

totalmente collegati.

3.3.1 Partizioni e classi di equivalenza

Dividendo .S'in gruppi i cui elementi sono “uguali”, possiamo studiare insiemi grandi os-

servando soltanto pochi elementi. Questi gruppi sono chiamati classi di equivalenza.

Sia S un insieme. Una partizione di S & una famiglia di insiemi P = { T}, ..., T, },T; C

S,1 <i < ntaliche:

« T, #@perognii,l <i<n
« T,nT; #dperognii,j,l <i<j<n
cUP=S

Se R é una relazione di equivalenza su S alloraT # @ C S € una classe di equivalenza

se perognix € S:

xeT < {yeS|{(x,y)eR}=T

Cioe, x € in relazione con tutti e soltanto quegli elementi di T.

Sia S'uninsieme e R una relazione di equivalenza su S. Ogni elemento x € .S definisce

una classe di equivalenza

[xlg={yeS|{(x,y) ER}

La famiglia di insiemi { [x]z | x € S} (gli elementi sono le classi di equivalenza di S) &
chiamato l'insieme quoziente di S rispetto a R (indicato con S/R). L’insieme quoziente &

una partizione di S.

Esempio: Sian € N. La relazione ~,C N x N definita come

x~,y < x=y modn« (0ssia(x modn)=(y mod n))
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€ una relazione di equivalenza.

Per n = 4, ~, definisce 4 classi di equivalenza.

[x]={x+4k| keN}
[0]=1{0,4,8,12,...}
[11=1{1,5,9,13,...}
[2] ={2,6,10,14,... }

[31=1{3,7,11,15, ... }

L’insieme quoziente N/ ~,= { [0],[1],[2],[3] } € spesso indicato con N,.

3.4 Grafi

Un grafo e definito da

+ Uninsieme di nodi (chiamati anche vertici)

+ Collegamenti tra vertici che possono essere:

- Orientati (archi)

- Non orientati (spigoli)
+ (eventualmente) Dati associati ai nodi e collegamenti (etichette)

| grafi possono rappresentare relazioni binarie.

3.4.1 Gradi

Un arco che vada v a w é uscente da v ed entrante in w. Il numero di archi uscenti dal
nodo v é il grado di uscita di v. Il numero di archi entrantiin v € il grado in ingresso di

v.

Un nodo é chiamato:

« Sorgente se non ha archi entranti (grado di entrata 0)
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« Pozzo se non ha archi uscenti (grado di uscita 0)

« Isolato se non ha archi né uscenti né entranti

I nodi v e w sono adiacenti se c’e un arco tra v e w (in qualunque direzione). Questo arco

éincidente su v e w. Il grado di v & il numero di nodi adiacenti a v.

3.4.2 Cammino

Un cammino e una sequenza finita di nodi

(U1, Vg, ..., U,)

tali che perognii, 1 < i < n, esiste un arco uscente da v; ed entrante in v; ;. Questo

camminovadavawsev, =vev, = w.

3.4.3 Semicammino

Un semicammino € una sequenza finita di nodi

(v1,U9, ..., U,)

tali che perognii, 1 <i < n, esiste un arco che collega v; e v in direzione arbitraria.
La lunghezza di un (semi)cammino ¢ il numero di archi che lo compongono (n — 1).

Un (semi)cammino & semplice se tutti i nodi nella sequenza sono diversi (anche se v, =
U,)-

Un grafo € connesso se esiste sempre un semicammino tra due nodi qualsiasi.

3.4.4 Ciclo

Un ciclo intorno al nodo v & un cammino tra v e v. Un semiciclo intorno al nodo v é un

semicammino tra v e v. Un cappio intorno a v € un ciclo di lunghezza 1.
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3.4.5 Distanza

La distanza da v a w € la lunghezza del cammino pit corto tra v e w.

« Ladistanzadavauvésempre0

« Senon ¢’é@ nessun cammino da v a w allora la distanza & infinita (co)

In un grafo ordinato, la distanza da v a w non & sempre uguale alla distanza da w a v.

3.4.6 Trovare le distanze: Algoritmo

Ricerca in ampiezza delle distanze da v ad ogni nodo.

Inizializzazione:

+ Segnare v come visitato con distanza d(v) = 0

+ Segnare altri nodi come non visitato
Ciclo:

« Trovare un nodo w visitato con distanza minima d(w) = n
« Segnare w come esplorato
« Perogninodo w’ incidente da w: se w’ € non visitato, segnare w’ come visitato e

dw)=n+1

Finalizzazione: ad ogni nodo w non visitato assegnare d(w) = co.

3.4.7 Definizione formale di grafo

Un grafo orientato € una coppia G = (V, E) dove

« Veéuninsieme di nodi

« E CV x Véunarelazione binaria in V (archi)

Un grafo non orientato e un grafo orientato dove E € una relazione simmetrica. In
questo caso gli archi sono rappresentati come coppie non ordinate (v, w) ((v, w) = (w, v)).

Graficamente togliamo le frecce (I'ordine) agli archi.
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3.4.8 Sottografo

Il grafo G, = (V;, E,) € un sottografo di G, = (V,,E,)sseV, C V, e E; C E,. Un

sottografo si ottiene togliendo nodi e/o archi dal grafo.

Sia G = (V, E) un grafo. Il sottografo indotto da V' C Ve il grafo che ha soltanto archi

adiacenti agli elementi di V'. Formalmente e il grafo G = (V', E") dove

E'={{(v,wye E|lv,weV'"}

3.4.9 Grafo aciclico orientato (DAG)

Un grafo orientato senza cicli si chiama grafo aciclico orientato.

In un DAG non esiste nessun cammino da un nodo a se stesso

3.4.10 Grafi etichettati

Un grafo etichettato e una tripla G = (V, E, ¢) dove

« (V,E)eun grafo
« ¢ : E - Léunafunzione totale che associa ad ogni arco e € E un’etichetta da un

insieme L

Diamo un’etichetta ad ogni arco del grafo.
Un grafo etichettato puo rappresentare una relazione ternaria (e viceversa).

I nomi e le etichette sono spesso irrilevanti.

3.4.11 Matrice di adiacenza

La matrice di adiacenza di un grafo G = (V, E) & la matrice booleana della relazione

E.

La matrice di adiacenza di grafi non orientati &€ sempre simmetrica.
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3.4.12 Grafo completo

Un grafo completo collega ogni nodo con tutti gli altri nodi (ma non con se stesso).
La sua matrice di adiacenza ha 0 su tutta la diagonale ed 1 sulle altre posizioni.
3.4.13 Connettivita

Ricordiamo che G = (V, E) & connesso se per ogni v, w € Vesiste un semicammino da v
aw. G é fortemente connesso se per ogni due nodi v, w € Vesiste un camminodava

w.

In un grafo fortemente connesso:

« Esiste sempre un ciclo che visita ogni nodo (non necessariamente semplice)

« Non ci sono né sorgenti né pozzi

3.4.14 Isomorfismi tra grafi

Due grafi G| = (V1, E;) e G, = (V,, E,) sono isomorfi se esiste una funzione biunivoca

[ V; - V,taleche

(v,w) € Ey = (f(v), f(w)) € E,

L’isomorfismo f mantiene la struttura del grafo G|, ma sostituisce i nomi dei vertici con

quelli di G,. Due grafi isomorfi sono in realta lo stesso grafo con i nodi rinominati.

3.4.15 Chiusure

3.4.15.1 Chiusurariflessiva La chiusurariflessiva di R C S? & la pitl piccola relazione

riflessiva R™f su S che contiene R.

RC R =RuUI
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3.4.15.2 Chiusura transitiva La chiusura transitiva di R C . & la pil piccola relazio-

ne transitiva R'" su .S che contiene R.

RC Rtrans cs

3.4.15.3 Chiusura simmetrica La chiusura simmetrica di R C .52 & la pil piccola

relazione transitiva R¥™™ su S che contiene R.

R g Rtrans — RUR—]

3.5 Alberi

Un’albero & un DAG connesso tale che

« Esiste esattamente un nodo sorgente (radice dell’albero)

+ Ogninodo diverso dalla radice ha un solo arco entrante

I nodi pozzo di un albero sono chiamati foglie o nodi esterni. Tutti gli altri nodi sono
chiamati interni. Per analogia con gli alberi genealogici, le relazioni tra i nodi usano

nomi come padre, figlio, discendente, ...

3.5.1 Proprieta

Il grado diingresso di un nodo é:

« 1senonélaradice

« Oseélaradice

Il grado di uscita di un nodo non ha restrizioni.

Per ogni nodo v che non é la radice, esiste esattamente un cammino dalla radice a v.
Un albero non puo essere mai vuoto (la radice esiste sempre).

Se un albero e finito, allora esiste almeno una foglia (che puo essere anche la radice).

I nodi intermedi sono contemporaneamente padre e figlio.
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3.5.2 Rappresentazione gerarchica

Gli alberi spesso rappresentano strutture gerarchiche. In questo caso, 'ordine e impli-

cito (gli archi si disegnano senza frecce).

3.5.3 Camminiin un albero

In un albero c’e esattamente un cammino dalla radice a qualunque nodo v diverso dalla
radice. Ogni nodo w in questo cammino € un ascendente di v (oppure avo) e v & un
discendente di w (la radice e 'unico nodo senza discendenti). Se il camminoda w a v ha

lunghezza 1, allora w € il padre di v e v € un figlio di w.

3.5.4 Profondita

La profondita di un nodo v & la lunghezza del cammino dalla radice a v.

L’altezza di un albero & la profondita massima dei suoi nodi.

3.5.5 Alberi binari

Un albero binario € un albero dove ogni nodo ha al massimo due figli. I figli di un nodo in

un albero binario sono ordinati (figlio sinistro e figlio destro).

Un albero binario ha al massimo 2? nodi di profondita p. Un albero di altezza n ha al piu
"2 =2""—1nodi.
i=

Un albero binario € una struttura ricorsiva composta da

« Un nodo (radice)
« Un albero binario sinistro (eventualmente vuoto)

« Un albero binario destro (eventualmente vuoto)
Possiamo rappresentare un albero binario sia

« Comeuna collezione dinodi, dove laradice & segnalata, e ogni nodo ha due puntatori
(alle radici degli alberi sinistro e destro)

» Come una tabella con 2"*! — 1 righe, dove n & l'altezza dell’albero
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Un albero binario & pieno se ogni nodo interno ha due figli.

Un albero binario & completo se

+ Haaltezzan
« Ad ogni profonditai,0 < i < n cisono 2’ nodi

+ L’ultimo livello e riempito da sinistra a destra

In rappresentazione tabulare, i nodi vuoti sono soltando sulle ultime righe.

Un albero binario é bilanciato se per ogni nodo v la differenza fra

« Il numero di nodi nell’albero sinistro di v

« Ilnumero di nodi nell’albero destro di v

e al massimo 1.

3.5.5.1 Albero binario diricerca Un albero diricerca e un albero binario G = (V, E)

tale che per ogni nodo z:

e z€eZ
« Ogninodo dell’albero sinistro di z & minore di z

« Ogni nodo dell’albero destro di z € maggiore di z

Essi sono utili per rappresentare liste ordinate dinamiche.

3.5.5.2 Attraversamento diun albero binario Un attraversamento é un processo che
visita tutti i nodi di un albero. Solitamente in un ordine particolare. Un attraversamento

che elenca ogni nodo esattamente una volta € un’enumerazione (dei nodi).

Distinguiamo fra due tipi di attraversamento:

« In profondita esplora ogni ramo dell’albero fino in fondo (figli prima dei fratelli)

« In ampiezza esplora prima i nodi piu vicini alla radice (fratelli prima dei figli)

Ci sono tre tipi diversi di ordini in profondita, basati su quando enumeriamo un elemento.

Si usa la notazione:

« L persinistra
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+ Rperdestra

« V per enumerazione (visit)
I tre ordini di enumerazione in profondita sono:

« In preordine: si visita un nodo prima di visitare i figli (VLR)
« In ordine: si visita 'albero sinistro, poi il nodo, poi l’albero destro (LVR)

+ In postordine: si visitano prima i figli e poi il nodo (LRV)

Viene implementata come una pila che contiene gli elementi da esplorare (L/FO).

VLR
@ 940758151211.13

@ LVR

N\ V4 0,4,57,8,9,11,12,13,15
ofiolo

A R LRV
@@@ 0,5,8,7,4,11,13,12,15,9

L’enumerazione in ampiezza visita tutti i nodi ad una profondita prima di esplorare altri

livelli dell’albero. Viene implementata tramite una coda di elementi da esplorare (FIFO).

(2)

@/ \, / 9,4,15,0,7,12,5,8,11,13
0000
3.5.5.3 Numero di foglie in un albero Un albero finito ha sempre al meno una foglia.

Per massimizzare il numero di foglie dobbiamo avere un albero pieno. Un albero pieno
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con n nodi interni ha n + 1 foglie (dimostrazione per induzione). Il numero di puntatori
nulliin un albero binario con n nodi € n + 1. Basta sostituire i puntatori vuoti per foglie

speciali, formando un albero pieno.

Per la dimostrazione per induzione consultare le slide #view-slide

3.6 Ordinamenti

Molto spesso, gli elementi in un insieme hanno una struttura d’ordine. Per esempio, N
e R. Anche se ha volte non & possibile paragonare tutti gli oggetti (e pit grande (0, 1) o

(1,0)?).
Un’ordinamento € un tipo particolare di relazione fra elementi.

Una relazione R su uninsieme S e un;

« Preordine sse R é riflessiva e transitiva
« Ordine parziale sse R € un preordine antisimmetrico (riflessiva, antisimm. e transi-
tiva)

« Ordine stretto sse R ¢ irriflessiva e transitiva (e quindi anche asimmetrica)

Un ordine parziale si rappresenta con <; uno stretto con <. La coppia (S, <) si chiama

insieme parzialmente ordinato (poset).

Un ordine totale € un ordine parziale fortemente connesso:

Vx,ye S x<yVys<x

Un ordine totale stretto € un ordine stretto connesso:

Vx,ye Stc.x#y x<yVy<x

Ordini totali stretti e non stretti sono molto vicini:

+ Se Ro € un ordine totale (non stretto), allora R\ I ¢ € un ordine totale stretto

« Se R e un ordine totale stretto, allora R U I ¢ & un ordine totale
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Uno é riflessivo, l’altro irriflessivo.

Q

Ge \.9 C./f\(\\.‘i)

ordine parziale ordine totale

ordine totale stretto

3.6.1 Tricotomia

In un ordine totale stretto R per ogni x, y € S'si soddisfa esattamente una fra

l.x=y
2. (x,y) €R
3. (y,x) ER

3.6.2 Prodotto di ordinamenti

Siano (S, <g) e (T, <) due poset. Definiamo la relazione < g, su S x T'come

(s,1) Sgur (s',1'y &= s<gs", 1<t

(S X T, <gxp) € anche un poset.
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3.6.3 Ordinamento lessicografico

L’ordine lessicografico paragona tuple di elementi posizione per posizione. La relazione

<lex SU S X T e definita da

(5,1) Sjex (8", 1) &= (i) s <g s oppure (ii)s =s',t < t'

(S X T, <|ey) € anche un poset e preserva gli ordini totali.

Generalizza l'ordine alfabetico usuale e si puo estendere a tuple di lunghezza arbitraria.

3.6.4 Copertura

In un poset (.S, <), una copertura di x € S & un elemento minimo piu grande di x.

y € S éuna coperturadix € Ssse

s XS yxFy

e« Bz,x#+z# ytalechex<z,z<y

3.6.5 Elementi estremali

In un poset (S, <),unelementos € Se

« Minimale se non esiste un elemento s’ # staleches’ <s

« Massimale se non esiste un elemento s’ # staleches < s’

Un poset puo avere nessuno, uno o tanti elementi minimali e massimali.

3.6.6 Minoranti e maggioranti

Dato un poset (S, <) eun insieme X C S,un elementos € Se

+ Minorante di X sses < xperognix € X
« Massimo minorante di X (MX) sse s’ < s per ogni minorante s’ di X e se s € un

minorante

Federico Zotti 49



Appunti di Fondamenti 2023-12-13

+ Maggiorante di X sse x < s perognix € X

« Minimo maggiorante di X (LX) sse s < s’ per ogni maggiorante s’ di X ese s e un
maggiorante

+ Minimodi Xsses =rnX € X

« Massimodi Xsses=UX € X

3.6.7 Proprieta

Ogni X C S ha al pit un massimo minorante e un minimo maggiorante.
Se ogni X C .S ha un minimo, allora (S, <) & un insieme ben ordinato (o ben fondato).

Se esiste, 1.5 € il minimo di S, denotato da 0. Se esiste, LiS € il massimo di S, denotato da

1.

3.6.8 Diagramma di Hasse

Un diagramma di Hasse e una rappresentazione compatta di un poset. Utilizza la posi-

zione per rappresentare ['ordine e considera la riflessivita e transitivita implicite.

Sia .S = {a,b,c}. Consideriamo il poset (#(S), C)

/T\

Un diagramma di Hasse € un grafo non orientato tale che per ogni x, y:
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« Se x < yallora x appare sotto y

+ x e ysono collegati sse y & una copertura di x

L’ordine ¢ la chiusura riflessiva e transitiva del grafo ordientato da giu verso su.

{a, b} {a, c} {b,c}

Il diagramma di Hasse di un ordinamento totale formera sempre una catena. Per esempio,

{0,1,2,3,41},<):

3.7 Reticoli

Un reticolo € un poset (S, <) tale che per ogni x, y € S:

+ Esiste un minimo maggiorante x LI y (join)
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« Esiste un massimo minorante x 1y (meet)

/I\
|>< ><|
\I/

/I\
|><|><|
\I/

/I\
|>< ><|
\I

reticolo

3.7.1 Proprieta

no reticolo

e alla=a=anma(idempotenza)

« al b= bUa(commutativita)

« al(bUc) = (aUb) U c (associativita)

« an(bmnc) = (anb)nc(associativita)

e« al(amb)=a=an(alUb)(assorbimento)

Se (L, <) é un reticolo, allora per ognia, b,c € L:

ea<alb

anb<a

eanNb=assea<b

3.7.2 Monotonicita

Il join e il meet sono monotoni; cioésea < ce b < d, allora

eallb<cud

eanb<cnd

allb=bssea<b

Sea<ceb<calloraaub<ec

Sec<agec<ballorac<anb

no reticolo
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3.7.3 Tipidireticoli

Un reticolo (L, <) é

« Completo sse perogni M C L,LUIM enM esistono
« Limitato sse 1 = UL e 0 =L esistono

« Distributivo sse meet e join distribuiscono fra di loro:

an(uc)=(@nbyu(anc)

aul(nc)=(@ub)n(auc)

Ogni reticolo completo & limitato. Ogni reticolo finito € completo e limitato.

I due reticoli non distributivi prototipici sono

S5
S
S5 3 \
S,

/N 4
NSNS

S1

Ms Ns

Per sapere se un reticolo e distributivo basta controllare che non sia presente una di queste

due strutture.

3.7.4 Complemento

Siano (L, <) un reticolo distributivo limitatoe a € L. Un elemento b € L ¢ il comple-

mento di a sse

anb=0 A alub=1
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Se a € L haun complemento, allora questo € unico.
(L, <) eunreticolo (distributivo) complementato sse ognia € L ha un complemento.

Il complemento del minimo (0) € sempre il massimo (1), e viceversa.

3.8 Algebra di Boole

Boole provo a formalizzare le regole di ragionamento combinando proposizioni in base

al loro valore di verita.

Corrispondono alla prima formalizzazione delle operazioni logiche:

+ Congiunzione (“e”)
« Disgiunzione (“oppure inclusivo”)

+ Negazione (“non”)
Boole prima considero due valori di verita:

« Vero: 1

« Falso: 0

Ma presto generalizzo a strutture piu complesse chiamate algebre di Boole.

3.8.1 Reticolo booleano

Un reticolo booleano & un reticolo:

o Limitato
« Distributivo

« Complementato

Un reticolo booleano (L, <) definisce 'algebra di Boole

(L,u,m,~0,1)

Con operazioni per disgiunzione, congiunzione e negazione.
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3.8.1.1 Esempio tipico Perogniinsieme S, il reticolo (Z(S), C) € un reticolo boolea-

no.
Perogni T,T' C S:
s TUT =TUT'

e TNT =TnNT'
e T=S-T

La struttura dipende soltanto dalla cardinalita di S.

Aggiungere diagrammi di Hasse #todo-uni

3.8.2 Algebra di Boole tradizionale

L’algebra di Boole “tradizionale” e definita dal reticolo (Z({ a }), ). Invece di chiamare

glielementig e { a },saranno 0 e 1 (“falso” e “vero”).
Operazioni:
« Ladisgiunzione é data dal join (V)

+ La congiunzione ¢ data dal meet (A)

« Lanegazione ¢ data dal complemento (—)

Non é casuale che le operazioni su insiemi e su valori logici si somiglino. Infatti le operazioni
su insiemi definiscono un reticolo di Boole. Di conseguenza, le proprieta delle operazioni

si mantengono.

3.8.3 Proprieta delle operazioni logiche

« AeVsono idempotenti, commutative e associative
« = éinvolutivo (——x = x)

+ A eV distribuiscono fra di loro

xA(yVzZ)=xAY)V(XAZ)

xVyAzZ)=&xVY)A(XV2Z)
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« sisoddisfano le leggi di De Morgan

A(xAy)=-xV-y

(xVy =-xA-y

4 Automi a stati finiti e Linguaggi regolari

4.1 Automi

Gli automi sono una rappresentazione formale di un modello di calcolo. Dispositivi che
leggono una sequenza di simboli, ed eseguono istruzioni basate su di essa. E un tipo

particolare di una macchina di Turing.

In particolare, gli automi a stati finiti hanno tre proprieta:

« Memoria finita
+ Leggono senza scrivere

+ Leggono in ordine, senza tornare indietro
Vengono utilizzati per:

+ Progettare circuiti digitali
 Analizzare espressioni lessicali
« Cercare parole in un file

« Verificare sistemi temporali

4.1.1 Elementi di un automa

Un automa e composto da:

« Un alfabeto (istruzioni)
« Uninsieme finito di stati (memoria)
« Uninsieme di regole di transizione (azioni)

+ Uno o piu stati iniziali
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« Stati designati come finali

L’automa comincia in uno stato iniziale e legge un’istruzione alla volta. Le regole di
transizione descrivono il nuovo stato della memoria in base all’istruzione. Dopo aver

letto la sequenza, puo finire in uno stato finale (accetta), o no (rifiuta).

4.1.2 Definizione formale

Un automa a stati finiti € una quintupla A = (Q, X, A, I, F):

« O éun insieme finito non vuoto di stati

¥ & un insieme finito non vuoto di simboli (alfabeto)

« A COxZXxO0eélarelazione di transizione
« I C Q élinsieme degli stati iniziali

« F C Q élinsieme degli stati finali

Esempio:

{aa).la}, {{q1.a.0).{(q.aq9) } . {qy } . {ax D)

Accetta solo le sequenze dispari.

4.1.3 Rappresentazione grafica

Un automa si puo rappresentare come un grafo etichettato (Q,E,/)con? : E —

P(2).

I nodi del grafo rappresentano gli stati e gli archi le transizioni. Gli stati iniziali si rap-

presentano con un semiarco (freccia senza “partenza”) e gli stati finali con un doppio

- (&)

bordo.
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Esempio:

E 'automa (Q, X, A, I, F) dove
* Q=1{q1,9 93}

oy =1{01} A={{q0,q1), (a,1,a),
o | ={q} (92,0.03), (G2,1,2),
e F — {q2} <Q3>O, 02>, <CI37 1, CI2> }

4.1.4 Linguaggi

Un alfabeto e un insieme finito non-vuoto X e i suoi elementi si chiamano simboli. Una
stringa (o parola) € una sequenza finita di simboli. Essa puo essere anche vuota (g). Un
linguaggio & un insieme di parole. Puo essere anche vuoto o infinito. Il linguaggio vuoto

@ e diverso dal linguaggio composto solo dalla parola vuota { € }.

La concatenazione x - y di due parole x, y € la sequenza ottenuta mettendo y immediata-

mente dopo x

ab - aaab = abaaab

La concatenazione L - M didue linguaggi L, M ¢ il linguaggio ottenuto dal concatenare

ogni parola di L con ogni parola di M

{&, ab, aaa} - { bb, ba} = { bb, ba, abbb, abba, aaabb, aaaba}

La concatenazione non & commutativa.

Le potenze M* di un linguaggio M sono definite da
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« M= (¢}
e M =M - M* k>0

I linguaggi M* e M* sono

e M*=MuM'uUMiuU...
e Mt=M'UM? uUM3uU...

In M* é garantita la presenza di e.
Nota: se X & un alfabeto, allora

« ¥* e l'insieme di tutte le parolesu X

« X% & linsieme di tutte le parole non vuote
Esempio:

« {11 }*eéillinguaggio di tutte le parole di lunghezza parisu { 1}

« {a}-{a, b}"eillinguaggio delle parole che iniziano conasu { a, b }

4.2 Linguaggiregolari

La famiglia dei linguaggi regolari é definita ricorsivamente

« Tuttii linguaggi finiti sono regolari

+ Se L, M sono linguaggi regolari, allora sono regolari anche

LuM

L-M
- L*
- Lt

Esempio:

L={0,1}"-{01}-{0,1}*={x01ly|x,y€ {0,1}"} eregolare

L’insieme di tutti i palindromi su un alfabeto X non é regolare.
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4.3 Teorema di equivalenza

Il linguaggio riconosciuto da un automa A e l'insieme delle parole accettate da A.

Teo: gli automi di stati finiti riconoscono esattamente i linguaggi regolari.

4.4 Costruzione di automi

Per vedere che ogni linguaggio regolare € riconosciuto da un automa, vediamo che

« Ogni parola e riconosciuta; @ e { € } sono riconosciuti

« Se L, M sono riconosciuti, allora LU M, L - M e L sono riconosciuti

4.4.1 Unione

SeA = (0,%,A,1,F)eB =(0,,%,A,,1,, F,) riconsocono Le M (0, N 0, = @),

allora

QU052 AMUA), UL, FiUF,)

riconosce L U M.
Proviamo ad accettare con ogni automa indipendentemente.

Esempio:

« Alfabeto { a, b}
« L sono le parole che hanno un numero dispari di a

+ M sono le parole che hanno un numero dispari di b

Creareun automaper LUM
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b
L Qa
+(2)

\.

4.4.2 Concatenazione

SeA = (0,,2,A,1,,F)eB =(0,%,A,, I, F,)riconsocono Le M (0, n 0, = @),

allora

(Ql UQ2$Z’ A’ II’FZ)

dove

A :ZAIUAZU{<qa6ap> | <q965q/> €A17q, EFl’pEIZ}

riconosce L - M.
Accettiamo la parolain L e poi quellain M.
Esempio:

« Alfabeto {a, b}

« L sono le parole che hanno un numero dispari di a

+ M sono le parole che hanno un numero dispari di b

Creareun automaper L - M
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b
() -
L M
+(2)
4.4.3 Iterazione
SeA=(0,%,A,I, F)riconosce L, allora
(Q.Z,A,1,F)

dove

A :=Au{{q.0,p)|(q.0,9)EA g €EF,pel}
riconosce L*.
Accettiamo una parolain L e ricominciamo.
Esempio:
Sia L = { abc, b }. Costruire un automa che riconosce L*

C
b
—) —> —>
S C
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4.5 Determinismo

In un automa, il processo per accettare una parola € nondeterminista. Quando si legge

una parola, ci sono diverse strade da seguire per arrivare a uno stato finale.

In un automa determinista il processo di lettura e prefissato: c’e un solo cammino da

seguire per parola.

Formalmente, in un automa determinista:

« AéunafunzioneQOxx - Q

« ITéunsingoletto I = {q}

4.6 Linguaggi
Gli automi nondeterministi sono piu generali dei deterministi. Eppure accettano esatta-
mente la stessa classe di linguaggi: quelli regolari.

Gli automi nondeterministi si possono trasformare in automi deterministi che accettano
lo stesso linguaggio. Ma ’'automa determinista ha bisogno di molti piu stati (costruzione

dell’insieme potenza).

5 Ricorsione e Induzione

Ricorsione e induzione sono due principi matematici per definire, studiare e manipolare

oggetti e strutture complesse a partire da elementi semplici.
La loro caratteristica principale e 'autoreferenza, che pero deve essere ben fondata.

In matematica e informatica il termine ricorsione si riferisce alla definizione di strutture

basate su sé stesse.

Induzione si refirisce invece al processo di derivare una proprieta generale a partire da casi
particolari. In matematica e un metodo di dimostrazione per gestire le strutture definite

ricorsivamente.

L’uso autoreferenziale in ricorsione e induzione e utile per
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« Definire insiemi, strutture dati, ... (definizioni ricorsive)
« Verificare proprieta di questi insiemi, ... (dimostrazioni per induzione)

+ Descrivere metodi di calcolo e programmi su di essi (definizioni ricorsi e algoritmi)

Una definizione caratterizza e descrive le proprieta che distringuono un oggetto di inte-

resse dagli altri oggetti.

5.1 Assiomi

Un assioma & un principio che e considerato vero senza bisogno di dimostrarlo. “Verita
evidenti” che forniscono il punto di partenza per lo sviluppo e studio di una disciplina

formale.

La scelta degli assiomi puo avere ripercussioni importanti. Per esempio la geometria
euclidea si basa su cinque assiomi, lultimo dei quali e: data una retta e un putno fuori
da essa, esiste soltanto una parallela. Diverse geometrie sono state “create” variando

guest’ultimo assioma.

5.2 Ipotesi
Un’ipotesi € una proposizione considerata temporaneamente vera durante il processo
di dimostrazione.

E fondamentale per ’induzione, ma anche utile in dimostrazioni dove ci sono diversi casi

da analizzare.

5.3 Teorema

Un teorema e una conseguenza logica degli assiomi. Una proposizione che &€ sempre
vera nella teoria definita da essi.

Per essere sicuri che siano teoremi, abbiamo bisogno di una dimostrazione.

Avolte, un teorema é anche chiamato

« Lemma
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« Corollario

« Proposizione

Questa scelta e guidata da una questione stilistica per distinguere la loro importanza o

funzionalita.

5.4 Definizioni ricorsive

In generale, una definizione ricorsiva ha bisogno di

« Uno o pil casi base (base della ricorsione)

« Una funzione per costruire nuovi casi da quelli esistenti (passo ricorsivo)
L’esempio piu semplice e la definizione dei numeri naturali:

« 0 & un numero naturale

« Se n éun numero naturale, allora s(n) (il successivo di n) & un numero naturale

5.5 Ordine naturale

I numeri naturali hanno un ordine totale che possiamo anche definire ricorsivamente:

eVneN,n<n+1

e Sen<mem<l,alloran<|

5.6 Buon ordinamento

In un poset (S, <), < & un buon ordine sse ogni sottoinsieme non vuoto X C Shaun

elemento <-minimo. In questo caso si dice che S € ben ordinato o ben fondato.
Teorema: N € ben ordinato.
Ogni definizione per ricorsione stabilisce un ordine naturale che & un buon ordine.

5.7 Principio di induzione (generale)

Sia S un insieme definito ricorsivamente e Puna proprieta. Se:
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1. Dimostriamo che Pé vero in ogni caso base
2. Supponiamo che Pé vero per elementi generici T C .S

3. Dimostriamo che Peé vero per elementi costruiti da T'tramite il passo ricorsivo

allora Pe vero per tutti gli elementi di S.

5.8 Principio diinduzioneinN
Per dimostrare che una proprieta Pé vera per ognin € Nsfruttiamo la definizionericorsiva
diN:

+ Pdeve essere vera per 0

« Se Peé vera per un genericon € N, allora Pdeve essere vera pern + 1
Ovvero se:

« P(0) évero

+ P(n)implica P(n + 1) per qualunque genericon € N
allora P(n) & vera perognin € N.
Nota: cambiando il caso base si possono dimostrare proprieta per ognin > k.

Una dimostrazione per induzione in N si svolge in tre passi:

1. Dimostrareil caso base (n = 0)
2. Supporre che la proprieta sia vera per un n (ipotesi di induzione)

3. Dimostrare che é vera anche per n + 1 (passo induttivo)

5.9 Induzione Completa

L'induzione completa generalizza il principio di induzione. Permette un’ipotesi di indu-

zione piu “forte” quando non basta dimostrare per il successore.

5.9.1 Principio diinduzione completainN

Sia Puna proprieta dei numeri naturali.

Se
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1. Dimostriamo che P(0) é vera
2. Dato un generico n € N supponiamo che P(k)everoV0 <k <n

3. Dimostriamo che P(n + 1) é vera.

Esempio: ogni numero naturale maggiore a 1 si puo esprimere come il prodotto di numeri
primi.
« Base: (n = 2) 2 € un numero primo, e quindi trivialmente il prodotto di un numero
primo.
« 11G: supponiamo che la proprieta e vera per ogni k (2 < k < n).

« Passo: se n + 1 € primo, allora la proprieta e trivialmente vera. Se non & primo,
allora e divisibile per un numero chenone 1 on+ 1. Cioé esistono2 < Z,m < n
talichen+ 1 = ¢ - m. Perl'ipotesi di induzione, £ e m si possono esprimere come

prodotti di primi, e quindi anche n + 1.

5.10 Definizione di insiemi

La ricorsione ci permette di costruire insiemi basati su qualche proprieta specifica. La
definizione richiede i casi base e il passo ricorsivo che costruisce nuovi elementi da quelli

gia presenti. Tipicamente, il passo ricorsivo e basato su una funzione.

5.11 Funzioni e Procedure

Spesso serve la ricorsione per definire funzioni su N e procedure di calcolo con una strut-

tura ricorrente (per esempio la funzione che calcola la sequenza di Fibonacci).

Qui manca molta roba con gli esempi. #view-slide #todo-uni

6 Logica proposizionale: Sintassi e Semantica

6.1 Algebrabooleana

Consideriamo l’algebra di Boole piu semplice:
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E un reticolo complementato:

0—|0=1’ -1=0
+1N0=0Mn0=0, Int=1
c lu0=1u1=1, Ouo=0

Usiamo 0 e 1 per rappresentare valori di verita, & le operazioni del reticolo per manipo-

larle.

Il meet (M) in logica proposizionale viene indicato come una congiunzione (A); il join (L)

viene indicato come una disgiunzione (V).

6.2 Proposizioni

Le variabili in B si chiamano proposizioni atomiche. Una proposizione non ¢ altro che

un’affermazione che puo essere vera o falsa.

6.3 Formule

Una formula é un’espressione (complessa) su B che combina diverse proposizioni. Anche
le formule sono proposizioni (complesse) e quindi possono, a sua volta, essere vere o

false. Questo dipende dalle proposizione atomiche che la compongono.

Il formalismo per studiare formule e valori di verita ¢ la logica proposizionale.

6.3.1 Definizione generale di formula

Siano

+ A uninsieme non vuoto di proposizioni atomiche
+ Op, uninsieme di operatori (connettivi) unari (-)

+ Op, uninsieme di operatori binari (A, V)
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L’insieme 7 di formule ben formate su (.4, Op;, Op, ) ¢ definito ricorsivamente da

« A C F(ogni proposizione atomica € una fbf)
«+ SeFeFexeOp,allora(xF)eF
+ SeF,GeFeocOp,allora(F-G)eF

Grazie alla definizione ricorsiva di formule ben formate, le proprieta delle formule si

possono dimostrare per induzione.
Prendiamo la logicaconOp; = {—}eOp, = {A,V,—=, < }.

L’insieme 7 di fbf & quindi definito da

« ACF
« SeFe Fallora(-F)eF
« SeF,GeFallora{(FAG),(FVG),(F->G),(F-G)}CF

ATTENZIONE ALLE PARENTESI!
6.3.2 Precedenza tra connettivi

Possiamo eliminare qualche parentesi tramite una precedenza tra i connettivi. In logica

proposizionale, la convenzione ¢ (in ordine di precedenza decrescente):

Se ci sono piu occorrenze dello stesso connettivo, si associa a destra.

AABVC «w (AAB)VO)
A->B->C w (A-(B-0)
“AAB—->CAD w ((mFA)AB)— (CAD))

“AAB->C)AD w» ((CFAA(B—-C)AD))

6.3.3 Terminologia

Da ora in poi chiameremo
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+ Atomi, variabili proposizionali o variabili gli elementi di A

« Letteralile formule Ae—-Adove A e A

- A éun letterale positivo

- —A e un letterale negativo

+ Formule gli elementidi F

6.4 Unicita della scomposizione

Per ogni fbf non atomica Fesiste esattamente un connettivo principale ©. F e formato
dall’applicazione di ® a una o due fbf. Quindi possiamo descrivere ogni fbf come un

albero sintattico e viceversa.

6.4.1 Albero sintattico generale

Per ogni formula F € F, 'albero sintattico T di Fé un albero binario definito come

« Se F € A allora T € un albero con un solo nodo etichettato F
+ Se F = (¥G) con % € Op,, allora T ha un nodo radice etichettato * e un unico
successore T;

+ Se F = (G > G,)cone € Op,,alloraTrha

- laradice etichettata o

- due successori: il successore sinistro T; e il destro Ty,

Esempio:
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(A = (C ¢ =B)) A~(AV C)

© O
- N !
CI) /@\ /@\

© CID ®» ©

Proprieta:

« L’albero sintattico & sempre un albero non vuoto
+ Lefoglie corrispondono sempre a proposizioni atomiche
« Tutti gli altri nodi corrispondono a connettivi

« Una stessa sottoformula puo apparire pit volte in un albero

6.5 Semantica

Come si interpretano delle formule proposizionali ben formate? Una proposizione ato-

mica puo essere vera o falsa.

6.5.1 Assegnazione booleana

Un’assegnazione booleana ¢ una funzione totale
V:A-{01}

VY dice quali proposizioni atomiche sono vere e quali false.
Data questa “interpretazione”, possiamo calcolare il valore di verita di ogni fbf.

Vogliamo estendere Y a una funzione ¥ - { 0,1 }.
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6.5.2 | connettivi

| connettivi logici rappresentano operatori (funzioni)

« B — B (operatori unari)

« Bx B — B (operatori binari)

6.5.2.1 Negazione Laformula—Feé verasse Feé falsa.
L’interpretazione di — complementa il valore di verita.

Descrizione come tavole di verita

F -F
0 1
1 0

6.5.2.2 Congiunzione Laformula F A G & verasse Fe G sono entrambe vere.
L’interpretazione di A calcola il minimo fra i valori di verita.

Descrizione come tavole di verita

F G FAG
0 0 O
0 1 O
1 0 O
1 1 1

6.5.2.3 Disgiunzione Laformula F v G é vera sse almeno una fra Fe G é vera.
L’interpretazione di v calcola il massimo fra i valori di verita.

Descrizione come tavole di verita
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F G FVG
0 0 O
0 1 1
1 0 1
1 1 1

6.5.2.4 Implicazione L’implicazione (materiale) e I'operazione logica per descrivere

situazioni condizionali.

Laformula F — G esprime “se Fe vera allora G € vera”. Quindi per fare F — G vera, G
deve essere vera sempre quando Flo e. Se Feéfalsa, F — G e vera indipendentemente

dal valore di G. Per avere un’implicazione falsa, F deve essere vera e G falsa.

La tavola di verita per 'implicazione e

F G F-G
0 0 1
0 1 1
1 0 O
1 1 1

Questo operatore non € commutativo.

6.5.2.5 Doppiaimplicazione Laformula F < G e verasseivaloridiveritadi Fe G

coincidono.

La tavola di verita per la doppia implicazione e
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F G FoG
0 0 1
0 1 O
1 0 O
1 1 1

6.5.3 Valutazioni

SiaV : A — {0,1} un’assegnazione booleana. La valutazione booleana 7,, : ¥ —

{ 0,1} élestensione di V che soddisfa la semantica dei connettivi.
Esempio: V(A) = V(B) = V(C) =0

« Iy(~A) = Iy(-~B) = 1

1,(C < —B) =0

« I(AVC)=0
¢« I,,(~(AVC(C)) =1

Iy((=A = (C & =B) A=(AV C)) =0

6.5.4 Propagazione in albero sintattico

La costruzione della valutazione di una formula si pud dedurre dalla propagazione sull’al-

bero sintattico.

Cominciando dalle foglie (assegnate da V) si traversa [’albero verso la radice, applicando

la definizione degli operatori.

6.6 Analisi di formule

Un metodo per saper il “comportamento” di una formula sotto tutte le assegnazioni

possibili & costruire la sua tavola di verita.
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Per esempio la tavola di verita di

Co
A B c -A -B -B G, AVC G, F
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 0 1 1 0 0

6.7 Equivalenze

Due formule sono equivalenti sse non sono distinguibili tramite assegnazioni.
Fe G sono equivalenti (F = G) sse per ogni assegnazione V, I,,(F) = I,(G).
In altre parole, F = G sse Fe Go definiscono la stessa tavola di verita.

Esempio:

A=""A=ANA=AVA=AV-A- A

Grazie alla composizionabilita, sappiamo che se F; = F, allora

o xF = xF,
b F1°GEF2°G;G°FIEG°F2VG€F
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Cioé possiamo sostituire (sotto)formule con altre equivalenti senza modificare la semanti-

Ca.

In piu, generalizzano alla sostituzione di atomi con formule:

F=-—-F=FAF=...

Alcune equivalenze le conosciamo dal fatto che B € un’algebra booleana:

« A =-A (involuzione)

« A= A A A (idempotenza)

« A= AV A(idempotenza)

« AA B = B A A(commutativita)

« AV B = BV A (commutativita)

« AABVC=(AVC)A(BYVC) (distributivita)

« (AVB)AC =(AAC)V (B A C) (distributivitd)
« (AAB)AC = A A(BAC) (associativita)

« (AVB)VC = AV (BV C) (associativitd)

Inoltre ci sono le leggi di De Morgan:

« «(AAB)=-AV-B
. —|(A\/B)E—|A/\—|B

Assorbimento:

«c AN(AVB)=A
« AV(AAB)=A

« A>B=-AVB
e Ao B=(A-> B)A(B— A)

« A —> B=-B — —A (contrapposizione)

6.7.1 Operatori superflui

Abbiamo visto che — e < si possono esprimere utilizzando soltanto -, A, V.
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Grazie alle leggi di De Morgan inoltre possiamo esprimere tutta la logica proposizionale

utilizzando —eunofrav e A.

6.8 Visione funzionale delle formule

Un’altro modo di vedere le formule € in termini di funzioni.

Una formula F € una funzione che associa ad ogni assegnazione V un valore 1,(F) €

{0,1}.

La tavola di verita e la descrizione estensionale di questa funzione.

6.9 Completezza

Data una tavola di verita, possiamo costruire una formula Fche la descrive come segue:

1. Perogni assegnazione V associata ad 1, costruire la formula F), della congiunzione
di tuttii letteraliin ¥

2. Costruire la disgiunzione delle formule F),

Esempio:

A B C F
0 0 0 O
0 0 1 O
0 1 0 O

0 1 1 1 —-AABAC

1 0 1 1 AA-BAC

1 1 0 1 AABA-C
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F=ECAABAC)V(AABAC)V(AABA-C)

6.10 Modelli e contromodelli

Ogni assegnazione V€ estesa di forma unica ad una valutazione I, : ¥ — {0,1}.

Data una formula F € F e un’assegnazione V

« Veunmodellodi Fsse T(F) =1

+ Véun contromodello di Fsse I,(F) =0

Una formula puo avere 0, 1 o pitt modelli e contromodelli.

6.11 Tipidi formule

Una tautologia & una formula che non ha contromodelli (€ sempre vera sotto ogni valuta-

zione).

Una contraddizione € una formula che non ha modelli (e sempre falsa sotto ogni valuta-

zione).

Una formula che non é né una tautologia né una contraddizione e soddisfacibile non

tautologica.

7 Apparati deduttivi e Tableaux

Un’assegnazione € una funzione A — { 0, 1 } che definisce un valore di verita per ogni

proposizione atomica.

Per rappresentarle, spesso viene utilizzato un insieme con tutti gli atomi veri.

VA)=VC)=1,VYB)=VC)=0 = {A,C}

Ve la funzione caratteristica dell’insieme.
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7.1 Conseguenze generali

Sia F l'insieme di tutte le formule di una logica.

Una relazione di conseguenza € una relazione

ECXF)XF

(viene utilizzata la notazione infissaI" = FdoveI' C F, F € F).

Si legge: “Fé una conseguenza diI™.

7.1.1 Conseguenze classiche

In logica classica, la relazione di conseguenza ¢ definita da:

« una classe M di interpretazioni

+ una relazione di soddisfacibilita E C M x F
DatiM € MeF € F,se M E Fdiciamo che

+ M soddisfa F
« Méunmodellodi F

I' E Fsse ogni modello di I" soddisfa anche F.

7.1.2 Logica proposizionale

In logica proposizionale:

« M e linsieme di tutte le assegnazioni

s perVe M,VE Fssel(F)=1

Quindi, Fe una conseguenza diT se per ogni assegnazione V che soddisfa tutte le formule

inT

I (F)=1
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7.2 Terminologia

Una formula é valida sse @ E F (= F). Cioé se € una conseguenza dall’insieme vuoto di

assiomi.

Dal punto di vista classico, F € valida sse ogni interpretazione soddisfa F, quindi sse Fé

una tautologia.

D’ora in poi parleremo principalmente di relazioni di conseguenza classiche.

7.3 Spostamenti

Cosavuol dire F E G?

Formalmente, per ogni interpretazione M, se M £ Fallora M E G. In altre parole,

sempre che Fsia vera, G dovra necessariamente essere vera

FEG sse EF->G

7.3.1 Dimostrazione

Vediamo il caso proposizionale

FEG sse EF->G

Sia Vun’assegnazione.

+ SeI,(F) = 0Oallora per la semantica I,(F — G) =1
« SeI(F) = lalloraV E Fequindi V E G; cioé I)(G) = 1. Questo significa che
Iy(F - G)=1

Per il converso, se V E F, come I,(F — G) = 1, sappiamo che I,(G) = 1. E quindi

VEG.
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7.4 Tautologie

In generale, abbiamo che

INLFEG sse TEF->G
Cioé possiamo “spostare” una formula (F) dall’insieme di assiomi alla conseguenza (tra-
mite un’implicazione).

Ripetendo quest’argomento per ogni assioma, abbiamo

Fr'EG sse I=(/\F)—>G

Fel’
7.5 Sistemi deduttivi

Un sistema deduttivo non é altro che un insieme di regole per manipolare formule. Si

chiamano regole di inferenza.

Le regole di inferenza hanno di solito la forma

dove

s Fy,..., F,sono le premesse della regola

« Félasua conclusione

Vuol dire che se tutte le premesse sono vere allora la conclusione é anche vera.

In ogni sistema deduttivo ci sono assiomi base che descrivono la semantica e altre pro-

prieta della logica. Essendo validi non hanno bisogni di premesse per derivarli.
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7.6 Dimostrazioni

Dato un sistema deduttivo (insieme di regole di inferenza) una dimostrazione € una
sequenza Fj, F,, ..., F, di formule tale che ogni formula € la conclusione di una regola

applicata a formule precedenti.

Formalmente, per ogni 1 < i < n esiste una regola di inferenza

taleche{Gy,....G,} C{ F|,....F_ }.

7.7 Proprieta e terminologia

Sia Fy, ..., F, una dimostrazione.
Questa é chiamata una dimostrazione di F, e diciamo che F, ha una dimostrazione.

Notare che in questo caso F; e derivato da una regola senza premesse.

7.8 Teorema

Un teorema & una formula che ha una dimostrazione.
La notazione - Fesprime che F € un teorema; cioe F e derivabile nel sistema deduttivo.

Notare che ogni formula che appare nella dimostrazione di un teorema € anch’essa un

teorema.

7.9 Conseguenze deduttive

SiaI’uninsieme di formule e Funa formula.

FsiderivadaT sse Fe unteorema del sistema deduttivo ottenuto aggiungendo tutte le

formule diI" come assiomi (in simboliI" - F).

In altre parole, nella dimostrazione di F, possiamo aggiungere formule diT.
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7.9.1 Formalizzazione delle conseguenze deduttive

I' - Fsse esiste una sequenza Fy, ..., F, di formule tale che

« F,=F

« Perognil <i<n

- F, €I"oppure

- Esisteunaregola % conAC{F,....,F_}

Questa sequenza si chiama dimostrazione di FdaT.

Gli elementi di " si chiamano premesse o ipotesi.

7.10 Chiusura e consistenza

La chiusura deduttiva di un insieme I" di formule é 'insieme

cn) :={FeF|TF F}

di tutte le formule derivabilidaT.

L’insieme I & consistente sse Cn(I") ¢ F. In un sistema classico, questo equivale all’im-

possibilita di derivare una formula Fe la sua negazione —F.

7.11 Inclusione e monotonia

Un sistema deduttivo, come definito, & sempre

« Inclusivo: I" C Cn(I")

« Monotono: seI" C A alloraCn(I") C Cn(A)
Ovvero:

« Inclusione: se F €T, allora “F” € una dimostrazione di FdaT, quindi" - F
« Monotonia: per definizione, una dimostrazione di FdaTI € anche una dimostrazione

di Fda qualunque insieme contenenteI"
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7.11.1 Altre proprieta

Un sistema deduttivo puo avere (o no) altre proprieta:

« Compattezza: ' - Fsseesiste A CTI finitotaleche A+ F
+ Tagliodipremesse: se A Fel' GperogniG € A,alloral’' - F
+ Deduzione: ', F - Gssel' F - G

In realta le prime due proprieta si soddisfano sempre

Perche?

7.12 Collegamento tra sistemi

Abbiamo definito due sistemi:

+ Un sistema logico (semantico) con una relazione di conseguenza =

« Un sistema deduttivo (sintattico) con una relazione di derivabilita -

« I' E F: daT possiamo dedurre F

I' = F: daT possiamo dimostrare F

Vogliamo collegarli tali che si comportino allo stesso modo. In particolare identificare

formule valide e teoremi.

7.13 Correttezza e completezza

Un sistema deduttivo é corretto sse per ogni F € F,

FF implica EF

Un sistema corretto & capace di dimostrare unicamente formule valide. Quindi ogni

teorema & “vero” nel sistema logico.

Un sistema deduttivo € completo sse per ogni F € F,

EF implica FF

Federico Zotti 84



Appunti di Fondamenti 2023-12-13

Un sistema completo é capace di dimostrare ogni formula valida.

In generale, dato un sistema logico, vogliamo un sistema deduttivo che sia corretto e
completo. Cosi ogni formula valida & un teorema e viceversa. In questo modo possiamo

dimenticarci della semantica e sviluppare metodi sintattici per derivare tautologie.

7.14 Decidibilita

In un sistema deduttivo corretto e completo, ogni tautologia puo essere dimostrata. Ma
non necessariamente sappiamo come trovare la dimostrazione. E neanche quanto sara

lunga.

Associato al sistema deduttivo, e utile costruire un’algoritmo per sviluppare dimostrazioni.

Se tale algoritmo termina sempre, allora diciamo che la logica é decidibile.

7.14.1 Algoritmi

Esistono diversi algoritmi per decidere la validita di una formula. Oltre ai sistemi deduttivi,
per la logica proposizionale abbiamo gia visto il metodo delle tavole di verita. Un’altro
metodo prende l'idea dalle regole di inferenza per decomporre una formula in pezzi piu

semplici.

7.15 Tableaux

Tableaux si riferisce a una classe di metodi di decisione sviluppati per diverse logiche.
Qui vedremo il metodo per la logica proposizionale.

La caratteristica principale del tableau € che prova a costruire modelli di una o pit formu-

le.

Decompone formule in sottoformule fino a trovare un modello o caiper che non ci possono

essere modelli.

Federico Zotti 85



Appunti di Fondamenti 2023-12-13

7.15.1 Da modelli a tautologie

In logica proposizionale, vogliamo capire se una formula e tautologica. Cioé se ogni

assegnazione & un modello.

F e una tautologia

« sse = Fé una contraddizione

« sse =Fnon ha modelli

7.15.2 Idea base

Per decidere se F e una tautologia:

* Negare F
« Provare a costruire un modello di = F

« Se esiste un modello, Fnon é tautologica; altrimenti lo &
Per decidere se Fé una contraddizione:

« Provare a costruire un modello di F

« Se esiste un modello, Fnon é una contraddizione; altrimenti lo e

7.15.3 Decomposizione

Per costruire un modello, un tableau assegna valori di verita alle sottoformule mante-
nendo la semantica. Dal valore di una formula, deduce quello delle sottoformule fino ad

arrivare ad una assegnazione (modello) o una contraddizione.

Per rappresentare i valori di verita, utilizziamo T : ¢ e F : ¢ dove ¢ € una formula.

7.15.3.1 Esempio Sevogliamo un modello per —=(p — q)

T :=(p—gq)
e F:p—>g
T :pF:gq
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Se vogliamo un modello per p A —p

e T :pA-p
T :p,T:-P
T :pF :.p

7.15.4 Scelte

Purtroppo la semantica a volte richiede una scelta (V). In quel caso basta che una possibi-

lita produca un modello.

7.15.4.1 Esempio Sevogliamo un modello perp A (—pV q)

:pA(PV Q)
:p, T Vg

:pT :=-p|T :pT:gq

SN N8 NS

:p,F:pl

7.15.5 Regole dei tableaux

In ogni passo, scegliamo una formula da decomporre tramite una regola del tableaux.

Per ogni connettiva logica, ci servono due regole: una per ogni valore di verita.

T:-p F:—p
F:o T:¢
7.15.5.1 Negazione
T:pNY F:oAv
T:o T: F:o|F:v
T:pVY F:popVvay
T:cp‘T:w F:p F

7.15.5.2 Congiunzione edisgiunzione
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T:p—=v F:o—9

F:gp‘T:l/} T:@o,F 9

T:p&0 F:poe
T:gp,,T:Ls’)‘F:go,F:@b T:@,F:uﬁ‘F:gp,T:@s’)

7.15.5.3 Implicazioni

7.15.6 Descrizione algoritmica

Il metodo di tableau:

« Comincia con una formula e un valore di verita associato
+ Ad ogni passo, sostituisce una formula con una o due formule, formando uno o due
rami

« Siferma quando tutte le formule sono atomiche

Un ramo del tableau e aperto sse non ha una contraddizione atomica. | rami aperti

rappresentano assegnazioni che garantiscono il valore di verita richiesto.

7.15.7 Terminazione

Il metodo del tableau termina dopo un numero finito di passi. La profondita della
struttura e limitata dal numero di connettivi nella formula. Ad ogni livello, al massimo si

duplica il numero di rami. Quindi il tableau € un algoritmo di decisione.

8 Logica dei Predicati

8.1 Sintassi e Semantica

La logica proposizionale parla di proprieta generali ma € incapace di parlare di oggetti
specifici.
Quindi, € anche impossibile sviluppare argomenti logici che dipendono da questi ogget-

ti.
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Per esempio, non possiamo fare affermazioni esistenziali.

« Uno zio ha un fratello che € un genitore
« Esistono mammiferi carnivori e tutti i carnivori sono predatori
« La relazione “essere avo di” € transitiva

« Siccome Luca é piu alto di Andrea, Andrea non puo essere il piu alto della classe
Vogliamo un linguaggio logico capace di:

« Riferirsi a oggetti, concetti, proprieta e relazioni
+ Fare affermazioni particolari o universali potenzialmente con pronomi e aggettivi
indefiniti
Utilizziamo costanti, variabili e quantificatori.

Introdurremo una logica di primo ordine (FOL) dove le variabili si riferiscono a individui

(oggetti).

Come quantificatori useremo

« Esiste (3) (un, alcuni)

+ Per ogni (V) (ogni, tutti)

che fanno referenza alle variabili.

8.1.1 Simboli

Il linguaggio della logica dei predicati & definito da insiemi potenzialmente infiniti di

 Variabili V= x,x,,...,y, ...

+ SimbolidicostantiC = a;,a,,...,b,, ...

« Simboli predicativi P = P;,Q, ... associati ad un’arieta (un’espressione vera o
falsa)

+ Simboli funzionali ¥ = f|, ..., g, ... associati ad un’arieta (funzioni che ritornano

un altro oggetto)

Questi insiemi formano la segnatura del linguaggio.

Le formule sono costruite tramite i costruttori logici (-, V) e i quantificatori (3, V).
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+ Gliinsiemi C e F possono essere vuoti
« P non é mai vuoto

« Ve sempre infinito

Spesso (ma non sempre) pensiamo che abbiamo il predicato di uguaglianza =in P (I'iden-
tita).

In realta le costanti sono un tipo particolare di funzioni (piu chiaro con la semantica).

8.1.2 Arieta

| simboli perdicativi e funzionali sono associati ad un’arieta: il numero di parametri

oppure oggetti che manipolano.

L’arieta si rappresenta con:

« un’apice (P": Pé un predicato n-ario) o

« un quoziente (P/n)

8.1.3 Espressioni formali

Questi ingredienti insieme producono espressioni formali che ci aiutano a rappresentare

la conoscenza

« Esiste un numero maggiore di 0

Ix.(0<xA~(0=x))

« Il successore di qualunque numero naturale & maggiore di 0

Vx.(0 < s(x) A0 = s(x)))

« La somma di due numeri € sempre maggiore o uguale agli addendi

Vx.Vy.(x<x+yAy<x+y)

Federico Zotti 90



Appunti di Fondamenti 2023-12-13

8.1.4 Quantificazione

| quantificatori si riferiscono a

+ Un oggetto potenzialmente sconosciuto (3) o

« A ognioggetto di un dominio (V)

8.1.4.1 Quantificazione esistenziale

+ Qualche messicano vive in ltalia
« Esiste una stella pit grande del Sole
« Cisono pianeti abitati

+ Lorenzo viaggia con qualcuno

8.1.4.2 Quantificazione universale

« Tuttii pianeti orbitano intorno al Sole
« Ogni animale e mortale
+ Non esistono creature aliene

« Tutti gli studenti hanno una matricola

8.1.5 Formalizzazione

Ora introduciamo formalmente l'insieme di formule della logica dei predicati.

Ci serve introdurre prima:

« | termini

o Gli atomi

8.1.5.1 Termini Data una segnatura £, 'insieme dei termini di £ (Term) & definito

induttivamente da:

« Ogni simbolo di costante e ogni variabile & un termine (CU V C Term)
« Sety,...,t, € Terme f e un simbolo di funzione n-ario, allora f(¢,,...,t,) € un

termine (termine funzionale)
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| termini si riferiscono sempre a oggetti.

8.1.5.2 Atomi L’insieme Atom degli atomi (o formule atomiche) é definito induttiva-

mente da:

« T e L sono atomi (tautologia e contraddizione)
« Sety,...,t, € Term e Pé un simbolo di predicato n-ario allora P(z,, ... ,7,) € un

atomo

Gli atomi parlano di proprieta; possono essere veri o falsi.

Quindi si possono combinare in formule complesse con attenzione alle variabili.

8.1.6 Formule

Le formule sulla segnatura £ sono definite da:

« Ogni atomo e una formula
+ Se ¢ & una formula, allora anche =g lo &
+ Se ¢,y sono formule, alloralosonoanchep Ay, o Vy,p - v, 0 o v

« Sepéunaformulaex € Valloradx.gpeVx.qpsonoformule

Le lettere greche minuscole denotano formule. Quelle maiuscole denotano insiemi di

formule.

8.1.7 Precedenza tra gli operatori

Consideriamo la precedenza tra gli operatori stabilita da

Gli operatori, come nel caso proposizionale, associano a destra.

Per brevita, accumuliamo sequenze di quantificatori uguali in uno solo:

dx.3y. - Jxy. Vx.Vy. » Vxy.
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Esempio:

Vx.P(x) = dyz.0(y, z) A "Vx.R(x)

descrive la formula

(vx.P(x)) = ( (32005 2)) A (~(vx.R@)) ) )

8.1.8 Campo d’azione

Il campo d’azione

« del quantificatore Vx nella formula Vx.p € ¢

« del quantificatore 3x nella formula Ix.p & ¢

8.1.9 Variabili e quantificatori

Una formula puo avere variabili senza quantificatori:

Alto(x) A Rosso(x)

In questo caso la variabile x € libera (senza quantificazione). Non possiamo assegnare un

valore di verita alla formula.
Consideriamo invece la formula
Ix.(Alto(x) A Rosso(x))

che esprime che “esiste un oggetto alto e rosso”.

Qui la variabile x e quantificata e la formula puo acquisire un valore di verita.

8.1.9.1 Variabili di un termine L’insieme var(¢) delle variabili di un termine ¢ & definito

da:
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« var(t) = {t}set € V(t & unavariabile)
. var(t) = @ set € C (t € una costante)

e var(f(ty,....t,)) = UL, var(,)

Un termine 7 & chiuso se var(r) = @ (se non contiene variabili).

8.1.9.2 Variabili libere Le variabili di un atomo sono:

evar(T)=var(L) =9
e var(P(ty, ..., 1) = U, var(t;)

L’occorrenza libera di x in una formula é definita da:

« x occorre libera in un atomo ¢ sse x occorrein ¢

« x occorre libera in ~¢ sse x occorre liberain ¢

« x occorre liberain (¢ o y) sse x occorre libera in ¢ 0 x occorre libera in v
« x occorre liberainVz.p sse x # z e x occorre liberain ¢

« x occorre liberain 3z.¢p sse x # z e x occorre liberain ¢

8.1.9.3 Variabili legate | quantificatori 3x e Vx legano le occorrenze libere di x nel
proprio campo d’azione. Un’occorrenza di una variabile x & legata se non é libera. Le

occorrenze legate sono esattamente quelle nel campo d’azione di un quantificatore.

8.1.10 Formule chiuse

Una formula ¢ é chiusa sse nessuna variabile occorre libera in ¢.
Le formule chiuse si chiamano anche enunciati.

La semantica e propriamente definita unicamente per formule chiuse.

8.1.11 Semantica della logica dei predicati

Ogni formula chiusa riceve un valore di verita che dipende dagli elementi che la compon-

gono.
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Nella logica proposizionale si assegna un valore di verita ad ogni variabile proposizionale.

Il valore di una formula dipende soltanto da questa assegnazione.

Vogliamo estendere questa idea alla logica dei predicati:

« Assegnare un valore di verita ad ogni atomo

+ Propagarlo a formule complesse

Dobbiamo pero specificare anche gli oggetti di interesse.

8.1.12 Atomi chiusi e aperti

Gli atomi chiusi ricevono un valore di verita

Professore(anna) Amico(anna, bob) Pari(matricola(bob))

Ma come gestire 'uso di variabili?

Professore(x) Amico(y, bob) Pari(matricola(x))

Dipende da come interpretiamo questi oggetti.

8.1.13 Interpretazione

Un’interpretazione (o struttura del primo ordine) é una coppia I = (A, -7) tale che

« A & uninsieme non vuoto chiamato dominio di 7

« .T & una funzione di interpretazione che associa:

- Aognic € Cunelemento ¢ € A
- Aogni f/n € Funafunzione n-aria f : (Al)" — Al
- Aogni P/n € Puna relazione n-aria PT C (AT)"

Da notare la differenza fra i simboli e la loro interpretazione.

Esempio: consideriamo l'interpretazione T = (AZ, -7) con
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« Al :={a,B,y,0}

« annal :=q, bob® :=p

« matricola’ :={(#,0)}
« Professorel :={y}, Paril :={c}

* AmiCOZ = { <a’ﬁ>’<ﬁ’y>’<7’ﬂ>}

? Professore(anna) Amico(anna, bob) Pari(matricola(bob))

8.1.14 Assegnazione

Data un’interpretazione I = (AL, Dy, un’assegnazione (in 7) e unafunzionen : ¥V — AL

L’assegnazione n associa un elemento del dominio alle variabili in V.

Consideriamo n come una funzione totale.

8.1.15 Assegnazione di termini

Data un’interpretazione I e un’assegnazionen : ¥V — Al, 'assegnazione sui terminiz &

definita da:

o Perx € V,5(x) = n(x) (variabili come in )
« Perc e C,n(x) = et

« Se fIne Fet,,...,t,sono termini, alloran(f(t;,....t,) = @y, ... ,n(t,))

Sostituiamo ogni variabile x nel termine per 5(x). Per abbreviare, si scrive 17 invece di

n@).

8.1.16 Soddisfacibilita atomica

Un’interpretazione T e un’assegnazione 7 insieme

« Associano ogni termine ad un elemento del dominio (/" € Af)

« Determinano un valore di verita per ogni atomo:
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LnE Py, ... 1,)sse <t11’", ,zf’”> e P!

I,nkE P(t,...,t,) silegge “I,n soddisfano P(z,, ...,1,)”. L’'atomo e vero nell’interpreta-

zione T sotto l’assegnazione #.

8.1.17 Sostituzioni

Siano I un’interpretazione e : ¥V — Al un’assegnazione. Datex € Ved € Al,

’assegnazione n[x/d] € la funzione

nly) sex#y
nlx/d](y) 1=

d sex =y

Modifica ’'assegnazione per la variabile x.

8.1.18 Soddisfacibilita delle formule

La soddisfacibilita di una formula si definisce ricorsivamente (nell’interpretazione I

rispetto all’assegnazione 7).
Atomi:

« I.nET, I,n¥E L
« ILnE P(ty,....t,) sse <t11’”,...,t£"1> e P!

Operatori booleani:

e I.nE-@pssel,nE o

s InEpAyssel,nEpel,nEy

s I.nFoevyssel,nkE goppurel,nE yw
e InEp-owyssel,nE-@Vy

cInEpoysselnkE(p—->y)AWy — @)

Quantificatori:
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« I,nE Ix.psseesisteund € Al tale che I, y[x/d] E ¢
« I,nE dx.psseperognid € Al siverifica I, n[x/d] E @

Come intuizione, basta pensare che T, #[x/d] E ¢ sostituisce tutte le occorrenze libere di

xin @ perd.

8.1.19 Modelli

L’interpretazione 7 € un modello della formula ¢ sse per ogni assegnazione 7 si verifica

che I, 7 E ¢. In questo caso scriviamo I E ¢ e diciamo che p e verain 1.

La formula ¢ € valida (o tautologica) sse ¢ € vera in ogni interpretazione Z. In questo caso

scriviamo E ¢.

8.1.20 Formule chiuse e assegnazioni

Nelle formule chiuse, le variabili hanno un significato nella formula indipendente dall’as-

segnazione.

I,nEIx.@ ~> Lylx/d]l E @

L’assegnazione originale di x in # diventa irrilevante.

In una formula chiusa tutte le variabili sono legate da quantificatori. Possiamo costruire

le assegnazioni finali procedendo dall’esterno verso l'interno della formula.

8.1.21 Equivalenze

o« Vx.p = -dx.m@

o dx.p = Vx.m@

o dx.dy.p = 3dy.Ix.@

o Vx.Vy.p =Vy.Vx.@

« Se x nonoccorrein ¢, allora g = Ix.p = Vx.¢

e Vx.(p Ay) =EVx.p AVX.y
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e Ax.(pVy)=3Ix.pVIxy
Se x non occorre libera in y, allora:

s Vx.(pVy)=Vx.pVVxy
e Ix.(p Ay) = dx.p Adx.y
e Vx.p —» w = Ix.(p - y)
e dx.p > W =Vx.(p > y)
ey o> Vx.p =Vx.(v — @)

oy - dx.p =3Ax.(yv - @)

8.1.22 Conseguenze logiche

Un insieme di formule I & soddisfacibile (o consistente) sse esiste un’interpretazione 7

tale che T E ¢ perogni @ € T'. Tale T & un modellodiT" (Z ET).

@ € una conseguenza di I (scritto I E ¢) sse ogni modello diI" € un modello di ¢ (T &

I = IE o).

8.1.23 Definizione di teoria

Una teoria e un insieme di formule © che € chiuso rispetto alle conseguenze.

Se®F pallorap e®

SiaT" un insieme di formule, chiamati assiomi. La teoria generata da I" ¢ l'insieme di

tutte le conseguenze diT.

Or ={e|T'Fop}

8.1.24 Proprieta delle teorie

Una teoria del primo ordine © é&:
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« Consistente sse non esiste una formula ¢ tale che ® E ¢ e ® = —¢ sse esiste ¢ tale
che® E ¢

+ Completa sse per ogni formula ¢, ® E @ oppure ® E —¢

8.1.25 Teoria dei grafi

L’insieme di tutti i grafi & trivialmente definito da una segnatura con un solo simbolo di

relazione binaria “Arco”.

Ogni interpretazione deve definire:

+ Un dominio (i nodi del grafo)

+ Una relazione binaria che interpreta Arco (gli archi)

Teoria dei grafi irriflessivi: Vx.~Arco(x, x).

Teoria dei grafi non-orientati: Vxy.(Arco(x, y) — Arco(y, x))

8.1.26 Teoria dei numeri

1. Vx.=(x < 0)

Vxy.(x <s(y) < (x<yVx=y))
Vx.(x #0 = 3y.(x = s(»)))
Vxy.(x <y — (y < x))

Vxyz.(x < yAy<z—>x<2)

o ok W N

Vxy.(x <yvVx=yVvVy<x)

8.2 Rappresentazione della conoscenza

Gli elementi principali della logica dei predicati sono:

o Costanti
« Simboli relazionali
« Simboli funzionali

« Variabili (soltanto quantificate)
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La semantica € basata su interpretazioni. Un interpretazione ha un dominio A (non

vuoto) e una funzione d’interpretazione - che “definisce” ogni simbolo:

« Una costante in un elementi di A
« Unsimbolo relazionale n-ario in una relazione in A"

« Unsimbolo funzionale n-ario in una funzione A" - A

Le variabili non sono interpretate: dipendono dalla quantificazione.

8.2.1 Valori di verita

Una formula € un predicato che puo essere vero o falso. Dipende dall’interpretazione
che si considera per la logica, il nome del simbolo € irrilevante. Anche se esistono delle

tautologie e delle contraddizioni.

Vogliamo utilizzare la logica per descrivere un dominio (mondo) d’interesse. Utilizziamo
formule come assiomi che devono essere veri. Le interpretazioni che le falsificano sono

irrilevanti. Diamo un significato ai simboli, in relazione agli altri.

8.2.2 Dominio vs realta

Le formule descrivono un dominio che puo essere o meno collegato alla realta (¢ possibile

descrivere un mondo diverso dal nostro).

8.2.3 Conoscenza come restrizione

Quando rappresentiamo conoscenza, limitiamo la classe di interpretazioni d’interesse.
Ogni assioma & una restrizione imposta alle interpretazioni. In generale, esistono molte
interpretazioni che soddisfano questi assiomi. Si potrebbe sempre aggiungere conoscenza

(assiomi) piu e piu dettagliata, ma non & sempre necessario.
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8.2.4 Conoscenzaincompleta

Una base di conoscenzae & sempre incompleta. Descriviamo quanto basta per I'applica-

zione.

Vogliamo rappresentare al meglio possibile un dominio. Allo stesso tempo, piu detta-
gli producono una base di conoscenza piu complessa. Si deve trovare il giusto punto

medio.

8.2.5 Da formule a linguaggio naturale

Vogliamo trasformare la conoscenza umanae in un insieme di formule logiche. Il proble-

ma e che il linguaggio naturale € ambiguo mentre la logica non lo e.

8.2.6 Leggereisimboli

I simboli hanno una funzionalita specifica:

Costanti parlano di entita
« Relazioni parlano di tuple con una proprieta
« Funzioni ci ritornano una nuova entita

« Variabili “unificano” con entita in base al bisogno

E importante ricordarsi di costruire formule ben formate (e chiuse).

8.3 Tableaux

Dopo che abbiamo costruito una base di conoscenza vogliamo dedurre le conseguenze
di essa. Il processo di ragionamento non ¢ altro che la dimostrazione di una tautologia.
Quindi dobbiamo sviluppare un metodo per dimostrare che una formula & una tautolo-
gia.

Adattiamo il metodo dei tableaux per il caso predicativo. Ricordiamo che il tableau € un

metodo che genera modelli: interpretazioni che soddisfano la formula.

Nel caso predicativo, dobbiamo tenere in conto anche il dominio e le entita anonime.
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8.3.1 Esempio 1

dx.P(x)

Definiamo un dominio A = { a } eil predicato PX = {a}.

Sostituisco gli elementi del dominio nelle variabili uno a uno.

P(a)

Questo & vero.

Un altro esempio utilizzando gli stessi dati:

dx.P(x) AVy.mP(y)

Dividiamo la formula in due

dx.P(x), Vy.~P(y)

e continuiamo. Per il V utilizziamo a perché appare nella prima formula. Questo pero

rimane perche potrebbe generare altri elementi piu avanti.

P(a), —P(a), Vy.-P(y)

Notiamo subito una contraddizione.

8.3.2 Indecidibilita

La logica dei predicati e indecidibile. Nessun metodo puo decidere in tempo finito se

una formula e tautologica o meno.

Diversamente al caso proposizionale, il tableaux predicativo pud non finire mai.
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8.3.3 Restrizioni

Per semplificare la descrizione, consideriamo formule senza simboli funzionali. In realta

per il tableau non sono diversi dalle costanti, quindi non aggiungono niente al metodo.

| predicati senza variabili sono essenzialmente proposizioni atomiche

P(a) A R(b,a) —» P(c) ~ pa A rba — pc

Le regole per le connettive logiche proposizionali (A, V, =, =, <) si comportano come nel
caso proposizionale. Quindi manca soltanto capire come gestire i quantificatori e le loro

variabili.

8.3.4 Esistenziali positivi

Se abbiamo una formula

T . Ix.¢(x)
il tableau la sostituisce per
T : ¢(a)
dove a & una nuova costante.
8.3.5 Universali negativi
Se abbiamo una formula
F : Vx.¢p(x)
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il tableau la sostituisce per

F : ¢(a)

dove a € una nuova costante.

8.3.6 Altri casi

Per i casi restanti, dobbiamo stare molto attenti: fanno referenza a tutti gli elementi del

dominio.

8.3.7 Universali positivi

La formula

T : Vx.¢(x)

dice che tutti gli elementi del dominio devono soddisfare ¢. Quindi dobbiamo introdurre
¢(a) per ogni costante a che esiste nel tableau. Ma dobbiamo tenere conto che nuovi
oggetti possono apparire pil avanti nello sviluppo. E ricordare che il dominio non puo

essere vuoto.

La formula

T . Vx.¢(x)

¢ sostituita da

T : ¢pa), T :Vx.p(x)

dove a € una costante nel tableau. Se non esiste, introdurre una nuova costante.

Nota: la formula originale quantificata universalmente riappare nella conclusione.
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8.3.8 Esistenziali negativi

La formula

F : Ax.¢p(x)

dice che nessune elemento del dominio soddisfa ¢.

E sostituita da

F : ¢(a), F :3Ix.¢p(x)

dove a € una costante nel tableau o una nuova costante, se non ne esiste alcuna.

8.3.9 Processo del tableau

Si applicano le regole del tableau finche non si possono applicare piu. Il tableau e aperto
se non c’e una contraddizione ovvia (senza variabili). Ogni tableau completo aperto

rappresenta l’esistenza di un modello.
Seda F : ¢iltableau finisce con tuttii rami chiusi, ¢ € una tautologia.
SedaT : ¢iltableau finisce con tutti i rami chiusi, ¢ € una contraddizione.

Altrimenti e soddisfacibile non tautologica.
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