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1 Insiemi

Tutto uguale a fondamenti.

1.1 Sottoinsieme

+ C indica un sottoinsieme (quello che precedentemente era definito
come Q)
+ Cindica un sottoinsieme proprio (quello che precedentemente era defi-

nito come C)

1.2 Unione disgiunta

A=1{ab,c}
B={x,bz}

Al B=1{a.bsc.x.bpz}

Gli elementi doppi vengono considerati due volte.

1.3 Complemento

B A={xeB:x¢gA}

1.4 Prodotto cartesiano

AXB={(x,y): x€ A, y€ B}
BxXxA={(x,y): x€EB,ye A}

> Notare che le coppie vengono denotate da parentesi tonde, e non angolate.

| Oss: supponendo x # y,, si hoti che (xq, ¥y) # (g, X0)-
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1.4.1 Prodotto cartesiano di tre insiemi

A=1{1,2,3}
B=1{4,56)
C=1{8,9}

AXB={(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5), ... }

(AXB)xC={((1,4),8),((1,4),9),((1,5),8), ((1,5),9), ... }

AX(BxC) ={(1,4,9),(1,4,9),(1,(5.8),(1,(5.9), ...}
AXxBxC=1{(1,4,8),(1,4,9),(1,5.8),(1,5,9),...}

2 Funzioni

Una funzione & una corrispondenza tra un elemento di un insieme ad un elemento

di un altro insieme.

Notare che le funzioni non vengono considerate insiemi, a differenza di fon-

damenti.

Due funzioni f : A - B,g : C — Dsonouguali (f = g) sse

1. A=C,B=D
2. f(x)=gx),Vxe A

f(x) viene chiamata immagine di x tramite f e g(x) immagine di x tramite g.

2.1 Notazione

f:A—> B

« Acildominiodi f

« Beéilcodominiodi f
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« Sia S C A, allora () &€ 'immagine di S tramite f

fS)={beB:3JaeSconf(a)=b}

Ovvero f(.5) e l'insieme che contiene tutte le immagini degli elementi di S tramite

f. Sesirestringe il dominio di fda A ad S, si crea una nuova funzione f|S.

Attenzione: C é solo un’inclusione insiemistica. (Piu avanti verranno intro-

dotti gli spazi vettoriali).

L'immagine di f = f(A). Non bisogna confondere 'immagine di una funzione
con il suo codominio, perché il codominio potrebbe essere piu grande della sua

immagine.

. Sia R C B, allora f~!(R) é la controimmagine di R tramite /

iR ={a€A: flaeR)

« feiniettivasea, # a, € A, allora f(a;) # f(a))
« fésuriettivaseVb € B,3a, € A : f(a,) = b(Imm(f) := f(A) deve

essere uguale a B)

Oss: affinché f : A — Bsiauna funzione deve avvenire:

1.Vx€eAIf(x)EB

2. f(x)eunsoloelementodi B

« fébiiettiva (o biunivoca) se € sia iniettiva che suriettiva

«Sianof : A - B,g : B — D due funzioni, (g o f)(x) = g(f(x))

(composizione)
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3 Campi

Def: un campo € un insieme dotato di due operazioni (+, -). Deve avere tre

proprieta:

1. (K,+) e un gruppo abeliano

+ +: KX K — K (l'operazione non esce dal gruppo)
ca+(b+c)=(a+b)+c Va,b,c € K (proprieta associativa)
cea+0=04+a=a YV a € K (esistenza del neutro)

e YVae K 3-a € Kt.c. —a+a = a+(—a) = 0(esistenza dell’opposto)

cat+tb=b+a Va,b € K (proprieta commutativa)
2. (K~{0},-)eungruppo abeliano

+ - : KX K — K (l’operazione non esce dal gruppo)

a-(b-c)=(a-b)-c Va,b,c € K (proprieta associativa)

ca-1=1-a=a YV a € K (esistenza del neutro)

Vae K~{0} 3a! =%€K\{0}t.c.a-a_l =al.a=1

(esistenza dell’opposto)

ca-b=b-a Va,b € K (proprieta commutativa)

3. Il prodotto & distributivo rispetto allasomma: a- (b+c¢) = (a- b) + (a -

¢) Va,bceK

4 Spazi vettoriali

Siano Vun insieme e K un campo (per es. Q, R).

Attenzione a non confondere i due insiemi. Anche se sono lo stesso o uno é

sottoinsieme dell’altro, rimangono due insiemi distinti.
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Gli elementi di V'si chiamano vettori, mentre gli elementi di K si chiamano

scalari.

Def: Ve uno spazio vettoriale su un campo K se esistono due operazioni su V-
1. “+”: VXV >V (51,52)'—)51+62
Con proprieta:

« (0; + Uy) + U3 = U; + (U, + U3) (associativita)

-
-

«30eV :0+0=0+0=0 V0¥ e V(esistenza dell’elemento neutro)

«VOEV,ADEV : 5+ =i+ 0 =0 (esistenza degli opposti)

O 51 + 172 = 172 + B],VB], 172 c V(CommutatIVItd)
Cio vuol dire che (V, +) & un gruppo abeliano.

2.7 KXV >V (a, U) — a - U (prodotto per scalare)
Attenzione: ['operazione 7 - a non é definita.

Con proprieta:

. 5 = TV K. .. PN
(/llz/lz)vv A Vv-ll;/lz ;v A1, A, € K, U € V(distributivita)
‘),(51'}‘52):/161"‘).1_)}2 V/lGK,Bl,BzeV
( /12) U—/11 (),2 17) Vﬁl,/lzeK UGV

Vv
o 1g 17=17 VUEV
V

Oss: V (come ogni altro spazio vettoriale) non ha un suo prodotto interno,

cioe non esiste un vettore “o; - U,”.

Queste proprieta ne implicano altre (corollari). Si puo dimostrare che, se Vé

uno spazio vettoriale su K, allora:

. 0-V17=6 VieV
«1:0=0 Viek
14
. —1 I-/E = -0 VU € V(in questo caso —1 € K e I’elemento opposto

dell’identita moltiplicativa del campo K)
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Es 1:

V=R"=Rx.". xR
K=R

Dotiamo R" di una struttura di spazio vettoriale su K.

La somma é definita come:
+:R'XR" - R"
((xl,xz, ,xn), (yl,yz, ,yn)> — (xl + VX + Yo, Xy +y,,)

« 0=(0,0, ... ,0) (vettore nullo, elemento neutro additivo)

La moltiplicazione per scalare e definita come:
- KXR" - R"
(0(, (xl,xZ, ,xn)> (g (0( X1, X9, ... ,axn>
Es 2:

V =R, = { polinomiin x a coeff reali }

={ g+ A x+ Apx? + -+ 4x" 1 4, eR,AEN)

h
:{ZL#:&eRheN}

i=0
« Dati p(x), g(x) polinomi in x:

h )
P +q(x) = Y ax + ) B

i=0 Jj=0
max(/,h)
= ) (g, +h) x"
u=0

« 0(x) =0 € R (polinomio nullo, di grado 0)
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¢ —p(x) =Y —a; -

AV OEDYRVELEY

Es 3:
Sia V' = {funzioni : I =[a,b] - R}. Dotiamo V di una struttura di spazio
vettoriale su R.

La somma é definita come

+: VXV >V
(f:I-Rg:I->R)-“f+g’:1->R

In questo caso f + g e definito come
x = f(x)+g(x)
Il prodotto viene definito come

- RXV SV

(ALf:I->R)»“f-g" 1 I>R

x4 f(x)

4.1 Sottospazi vettoriali

Def: sia V' uno spazio vettoriale su K, e W C V. Diremo che We un sottospazio

vettoriale di V' se:

1. bBl—ItLEZEW Vo, w, eW

2. /ll-/LTJeW VieK,weWw
In tal caso denoteremo la relazionetra WeVcome W < V.

| Oss: se W < V, allora We lui stesso uno spazio vettoriale.
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Esl:V =R? 35 (x, )
y

(an yO)
Yo

ol
=

=)
=

Sia A = 0. Per la proprieta 2., 4 I-/IZ) € W, main questo caso 0 I'/LT) =0¢W.
Dungue Wnon puo essere un sottospazio vettoriale di V.
Cio non vuol dire che non si possa mettere una struttura di uno spazio vettoriale

su W, ma essa non sara quella ereditata da V.

Es2: V =R% 3 p = (x0, ¥p)

y
{a-p:a€eR}
2.3
2yq
P = (xp%)
Yo 0
xO 2XO x

Perlaproprieta2. A-peW VAieR.Siai=2,1-pdiventa2-p= (2xg,2yp)-
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Si pud notareche2 - p & W.

Dunque Wnon & un sottospazio vettoriale di V.

Es3: V =R23 5 =(xq )

y
W={a-paeR)}
Yo 4
0 Xo X

W & un sottospazio vettoriale di V' = R? perché vengono soddisfatte le due

condizioni:

?
1. a;-p+ay,-p € W. Questo si puo riscrivere raccogliendo come (a; +a,)- p €

Wed e dimostrato perché la somma di scalari e uno scalare

2. Verificata banalmente

Oss: in alternativa alle due proprieta del sottospazio vettoriale (dalla definizio-

ne), possiamo controllare che W C V, con V'sp. vett. su campo K, sia un sotto-

spazio vett. verificando cheVa, g € K, Vw,, w0, € Wi abbia aw, + puw, € W.
Quali sono tutti i sottospazi di R??
- {0}

« {a-p,a € R} (rette passanti per l'origine)
. R?

| Oss: ogni sp. vett. Vammette almeno due sottosp. vett. cioe { 0 } e V'stesso.

Domanda cruciale: dato S C V' (sottoinsieme di uno spazio vettoriale), esiste il

“piu piccolo sottospazio vettoriale di V' che contiene $”? La risposta é si.

Federico Zotti 12



Appunti di Geometria e Algebra Lineare 2024-07-01

Def: (S) < Vdenotera il piu piccolo sottospazio di ¥ che contiene S. Esso si
chiama sottospazio vettoriale generato da S.

Si dimostra che

n
(S) = {inzi : /lie[R,zieS,neN}

i=1
Quindi (S & Uinsieme delle combinazioni lineari dei vettori { z;, z,, ..., z, } con

i coefficienti { 41, 45, ..., 4, } perognin € N e tuttii vettoriin S.

| Oss: .S C (S)

4.2 Vettori linearmente dipendenti

Def: sia .S < V'spazio vettoriale.
| vettori di S sono detti linearmente dipendentise 3w € SevettorizZ,,...,Z, €

S sono linearmente indipendenti se non sono dipendenti.
SeW < V,allora(W) =W.

Lemma: S C Vsp. vett.. Allora S € un insieme di vettori linearmente indipen-

denti se e solo se

n

D 47 =0 = R34 =0Vi

i=1
CiodevevalereVneNe{ZzZ, } cS({z} # {0}).

Dim:
A = B
—|A — —|B
S C Ve un insieme di vettori lin. indip.. Vogliamo dimostrare che,se { Z;} C S

ey’ Az = 0, allora 4, = 0, V1.
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J#h
g =AY A%
j#h
- —1 -
Zp= D) (=4,'2) 2
j#h

Questo implica che S & un insieme di vettori linearmente dipendenti.

B = A

—|B{:—|A

Supponiamo che 3 | 4;Z; = 0 = 4, = 0Vi,dimostriamo che S & un insieme
di vettori linearmente indipendenti.

Supponiamo che S'sia un insieme di vettorilin. dip. = 3Z,€ SeZ,,...,Z, C
Stalichez, =Y, 4;Z;, Z; #Z.V.

=

m

Jj=1

Tale combinazione lineare mi nega B.

5 Basi

Sia W < V. Per comunicare uno spazio vettoriale ci sono due modi:

1. SiccomeW cV,W ={...}
2. Sfruttoilfattoche W < VequindiaScV : (S)=W

Per il punto 2. bisogna “ottimizzare” S. Ovvero trovare il piu piccolo .S che genera

W. La minimalita € equivalentea W # (S — 0), VU € S.

Def: sia V'uno spazio vettoriale. Un insieme ordinato B = { 4}, ..., U, } di vettori

di V'si dice base di 'se ogni vettore ¢ di V'si scrive in uno e un solo modo come
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combinazione lineare

n

= -

i=1
con v; € B.

Gli scalari a vengono chiamate coordinate.

Teo: le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. S={0,,05...,0,} CVéunabasediV

2. S e un sistema di generatori per V (cioé (S) = V) e vettori di S sono
linearmente indipendenti

3.(S)=VeVieV, N 3" Ai;=0, {5;}cCS

4, S e uninsieme minimale di generatori di V

5. S e un insieme massimale di vettori linearmente indipendenti di V

Corollario: ogni spazio vettoriale che ammette un sistema finito di generatori

ammette una base.

Esl:V =R" > (x1,x5,...,%,),x; €R.

Base canonica:

{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0), ,(0,0,...,0,1) }

n\'/é.lte

Verifichiamo che e una base usando il punto 3. del teorema.

Siad = (xy,...,x,) € R",verifichiamo che U € (S),cioeche31,,...,4, R :
i

5=Y" 4-0,..,1,..,0).
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n i
(XpoeenXy) = 20 A (0,01, 0)
i=1

i

= Z(o,...,o,xi,o,...,o)
i=1

- ()’1’12"" ), )

>n
L’eguaglianza e verificata se 4, = x;, V.
i

In conclusione {¢;, = (0,...,1,...,0) } sono generatori per R", ma anche una

base.

Es2: V =R[x]> Y jax', neN.

n

i=0

{ag,ay,ay,....a,}.

2

a;x' & combinazione lineare di {1,x,x%...,x"} con coefficienti

Un insieme di generatoridi R[x] & { 1,x,x2,... } = {x',i € N}, che &anche una

base.

Teorema di estensione ad una base: V'spazio vettoriale.
Siano I = {9,,...,0,} vettori linearmente indipendenti c Ve G =
{w,,...,w,, } generatoridi V.

Allora3G' c G : TUG' eunabasedi V.

Teo: con le notazione del teo precedente

#(I) < #(G)

Corollario: supponiamo che Vammetta un sistema di generatori finito. Allora

ogni base di V'ha lo stesso numero di elementi.

Def: sia Vsp. vett. che ammette un sistema di generatori finito. La dimensione
di Ve il numero di vettori di una sua base qualunque (hanno tutte lo stesso

numero di elementi).
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Corollario: dim(V) = n = n vettori linearmente indipendenti di V'sono
anche generatori. Questo implica anche che n generatori di V'sono linearmente

indipendenti.

Esercizio:

S =1{(1,0,2),(0,1,-1),(1,2,0) } c R?

Ottenere una base da .S.
Notazione: Vsp. vett. e W, Z < V.

 WnZ<V
« W U Z c V(solo sottoinsieme)

« (WuUZ)=W + Z (abuso di simbologia, si usa solo a denotare ['unione)

Teorema di Grassmann: sia V'sp. vett. di dim. finita. Allora, conta la notazione

precedente:

dim(W + Z) = dim(W) + dim(Z) — diim(W n Z)

6 Matrici

Per rappresentare i coefficienti di un sistema di equazioni lineari & possibile utiliz-

zare una matrice.

x+2y—z=2 1 2 -1 2

Def: una matrice k x n (righe per colonne) & un elemento di R” x .*. x R" oppure

R* x .". x R¥ (che equivale a R*").
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In entrambi i casi le matrici sono elementi di uno spazio vettoriale. Tali spazi

vettoriali sono gli insiemi di matrici k X n, k fissato e n fissato.

L’addizione tra matrici € definita come

ap ap ap, by, by by, ap + by ay, + by,
ay; ap ay by by by, ayy + by ay, + by,
gy g Ajen bi1 Do by Ay + by Apn + by
o _J o _J/ _J
vV Vo v
A=(a) B=(b;,) A+B=(a;+b;))

La moltiplicazione tra scalare e matrice come

A- (a,'j) =(4- a[j)

Sia M (k,n) = { matricireali k X n } sp. vett.. La sua base canonica e

e lasuadimensioneék - n.

Federico Zotti
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6.1 Operazione di trasposizione

Def: 'operazione di trasposizione € una funzione M(k,n) - M(n, k) che

associa una matrice con la sua “specchiata” rispetto alla diagonale:

i g ees g D D eee Dl
6121 022 . azn . a12 022 . ak2
ar1 G2 Ain a1p Aop Ain
o ~ J/ . ~ J/
A A, T(A)

Abuso di notazione:

1 0
2[+(=13,2)=15]=1(0,5,2)
0 2

6.2 Prodotto di matrici

In questo caso non vale I’labuso di notazione sopra definito.

A - Bédefinitaquando Aéekxne Benxh.Intalcaso A- Bék X h.

Def: A- B =(c;;) (con A = (a,y) € B= (b)) dovec;; =" _ a, b,

#todo-uni Fare il disegnino dell’operazione...

Il prodotto di matrici non & commutativo, anche se é definito.

Oss: consideriamo M (n, n). M (n, n)(+, -) non € un campo (il - non € commutati-
Vo), non € un corpo (perché non esistono gli inversi di tutte le matrici # 6).

Identita moltiplicativa e la seguente matrice
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10 0

01 0
Id, =

00 1

Def: B € M (n,n) € invertibileseesolose3C € M(n,n) : C-B=B-C =1d,.

7 Sistemi di equazioni lineari

Un equazione lineare & una serie di simboli

ay-xytay-xp+--+a, - x,=b b,a; eR

Un sistema di equazioni e

-

all-x1+a12-x2+---+a1n-xn=b1

all-x1+a12-x2+---+a2n-xn=b2

(Gk1 "X+ agy - Xp+ -+ ay, - x, = by
con b e afissati e x variabili.
Ad un sistema di equazioni si possono associare due matrici:

« Matrice completa:

apn aipp ... A4y bl

ary 4yy ... dyy, b2
Alb =

Ck1 Ck2 -+ Qpp bn

« Matrice incompleta: A stessa

Federico Zotti
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Riscriviamo A in “forma matriciale”;

A-X=b dove X = (xy, X3, ..., X,)

Oss: supponiamo che A sia una matrice invertibile. Questo implica che A sia
quadrata.
Moltiplicando a sinistra entrambi i membri per A~! otteniamo A™! - 4 - X =

AN b = Id, i=A""b <= ¥=A"""b.

Concludiamo che A~! - b & 'unica soluzione del sistema.

Proposizione: sia A - X = b un sistema di equazioni lineari. Se A e invertibile

esso ammette come unica soluzione AL - p.

Teorema di Rouché-Capelli:

1. Ilsistema A-X = bammette almeno una soluzione se e solo se rango(A) =
rango(AlB).
2. Supponiamo che il sistema ammetta soluzioni, allora ’insieme V di tutte

le soluzioni &

V=c+W={c+w:weW)}

dove ¢ e una soluzione qualsiasidi A - X = beweil sottospazio vettoriale di
R", con n il numero di incognite di A (colonne), dato dalle soluzioni del sistema

A-X=0.
Inoltre dim(W) = n — rango(A) = n — rango(AlZ).
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7.1 Rango di matrici

Def: sia A una matricein M (n, k).

Il rango di A e indifferentemente:

La dimensione di ( vettoririga di A)

Il massimo numero di righe linearmente indipendenti di A

La dimensione di ( vettori colonna di A)

Il massimo numero di colonne linearmente indipendenti di A

Inoltre

Rg(A) < min { n, k }

Il rango di una matrice € un modo per misurare la “quantita di informazioni”

contenute nella matrice.

Def: una matrice A € M(n, k) e detta a scala se il numero di zeri a sinistra
nell’n-esima riga 7, e strettamente maggiore del numero di zeri a sinistra della
rigar,_y, Vi >2.

Se il numero di zeri e gia al massimo (una riga solo di zeri), allora “stretta-

mente” non vale piu.

Secondo un teorema e possibile portare ogni matrice in forma a scala tramite

un numero finito di trasformazioni elementari sulle righe, cioe:

1. Scambio di posizione di due righe (¥; < ?j)
2. Moltiplicazione di una riga per uno scalare non nullo (F; — Ar;)
3. Rimpiazzamento di una riga con la somma tra quella stessa riga e un’altra

riga moltiplicata per un qualsiasi scalare (7; — 7; + 7))

Oss: se una matrice € a scala, il suo rango coincide al numero di righe non

(identicamente) nulle.
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Oss: siccome si opera sulle righe, i rapporti di linearita tra le colonne vengono
mantenuti. Piu precisamente, siano { g; } le colonne di A e T(A) una trasfor-
mazione elementare di A sulle righe (con (T'(A)); l'i-esima colonna di T'(A)),

allora:
D> i =0 <= ) 14(T(4),=0
i=1 i=1

Proposizione: sia T'una trasformazione elementare sulle righe. Allora, T(A) =

T(1d,")- A,dove né il numero dirighe di A.

Lo stesso vale per le colonne: S(A) = A - S(Idy).

7.2 Risolvere un sistema di equazioni lineari

Supponiamo di:

1. Stabilire se AX = b ammette soluzioni

2. Eventualmente determinarle
Passaggio A:

Tramite ilteorema di Roucheé-Capelli possiamo fare valutazionisu Rg(A) e Rg(AlB).
Agiamo con trasformazioni elementari sulle righe su Alb. Sinoti che, se Té una

trasf. el. sullerighe,

T(B,|B;| ... |Bp) = (T(B)IT(By)| ... |T(Bp))

In particolare, T(A|b) = (T'(A)|T(b)).

Passaggio B:

Teo: le soluzionidi AX = bsono le stesse di T(A)-% = T(Z), se Te un’operazione

el. sulle righe.
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7.2.1 Esempio

Esempio:
x—z+w=1 1 0 -1 11 1 0 -1 1|1
y+z—w=0 =lo 1 1 —-1]0|~]0o1 1 =1|0
X—y+w=—1 1 -1 0 1 |-1 00 2 -—1|-2

Con le colonne della matrice che corrispondono ai coeff. di x, y, z, w.

Dunque dopo aver trasformato la matrice a scala determiniamo che

Rg(A) = Rg(Alb) = 3

Secondo R-C esistono soluzioni e se Ve l'insieme delle soluzioni,

V=c+W

edim(W)=n—- Rg(A)=4-3=1.

Creiamo il sistema associato alla matrice a scala:

x—z4+w=1 —x=-1-z
y+z-—w=0 —y=2+4+z
2Z2—w=-2 —sw=2+2z

Le soluzioni diventano

= V={(xpzweR" : x=-1-zy=2+x, w=2+2z)

={(-1-z,2+x,22+22)eR*: ze R}

Come vediamo quindi che V' = ¢ + W, dove ¢ € una soluzione del sistema e We

un sottospazio vettoriale di R*?

Separiamo la parte omogenea da quella non omogenea (che ha costanti):
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V ={(-1,2,0,2)+ (-z,2z,z,2z) ER* : z€eR}

Si noti che

{(~z,2,2,22) : ze R} < R*

(~1.1,1.2))

Chiamiamo ((—1,1,1,2)) = We(-1,2,0,2) =¢. Quindi V = c + W.

8 Il determinante

Come oggetto matematico € una funzione

det, : M(n,n) > R
A

M (n, n) lo vediamo come una R” x R” x " Vo€ x R” dove vivono le colonne di A.

A viene considerato come una matrice composta da tanti vettori colonna

A =(ciley] ... Ic,)

Il determinante soddisfa 4 proprieta:

1. Proprieta di linearita rispetto alla somma

i 1

i
det(@,,....a+b,¢y.....¢,) = det,, ....a,...,¢,)+det@,, ...,b,...,¢,) Vi=1,...

2. Proprieta di linearita rispetto alla moltiplicazione per scalare

i i
det(El,...,A-E,Z'i_,_l,...,gn)=/l-det(gl,...,a(_:}_,_l,...,En) Vi=1,...,f’l VAER
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3. Proprieta di alternanza

det@, ..., 6 ,....8) =0

uguali

4, Proprieta della base canonica

det(@,,,,...,¢,) = 1
S
base canonica

Teo: esiste un’unica funzione che soddisfa le proprieta 1.,2.,3.,4..

Oss: la proprieta 3. € equivalente a

i+l i+l
3. & det(c),.... ¢ Ciyqs ..., Cp) = —det(cy, ..., Cipps Cis e

< det(c},...,Ciy.r s Cirnn s Cy) = —det(?l,...,Ej,...,ci,...,cn)

i J
< det(c},...,C...,C...,¢,) =0

Esempio:

det apn ap|
el =app - axp —ap - ay

dry dap

8.1 Formula di Laplace

Sia A = (g;;) una matrice n X n. Denotiamo con A;; (complemento algebrico di
a;;) la sottomatrice che otteniamo eliminando l’i-esima riga e j-esima colonna da

A.

Federico Zotti 26



Appunti di Geometria e Algebra Lineare

2024-07-01

Teo:

Sviluppo lungo l’i-esima riga:

det,(4) = Y (=1)"*/a;; - det(A,))
j=1

Sviluppo lungo la j-esima colonna:
n

det (A) = Z(_ 1)*a,; - det(A,))
i=1

Esempio:

1 0 -1
A=12 2 0
I 1 -1

j=1
det(A) = (=1)!+! - 1 - det(4,,)

2

j=2

Z\

+(=1D)1+2.0 - det(A))
j=3
+ (—1)1+3 . a13 . det(A13)

0

=2

Corollario:

det(A) = det(A")

dove A’ é la matrice trasposta di A.

Scegliamo la prima riga perché ha piu zeri (come la seconda).
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8.2 Trasformazioni elementari con determinante

In che modo le trasformazioni elementari influenzano il determinante?

1. Permutazione di duerighe: r| & r, = det(T'(A)) = — det(A) (cambio di
segno)

2. Moltiplicazionediunarigaper A # 0: r; » Ar; = det(T(A)) = A-det(A)
(determinante per lambda)

3. Somma di una riga con un multiplo di un’altra: r;, - r; + Air, =

det(T'(A)) = det(A) (determinante non cambia)

8.3 Proprieta supplementari del determinante

Sebbene det(A + B) # det(A) + det(B), in generale, il det si comporta bene nei

confronti del prodotto di matrici.
Teorema di Binet:
det(A - B) = det(A) - det(B)

1
det(A)"

Corollario: sia A invertibile, allora det(4™!) =

In particolare det(A) # 0.

8.4 Relazioni tra determinante e sistemi di eq. lineari

Sia A una matrice n X n.
Formula di Cramer:

1. Ilsistema AX = b ammette un’unica soluzione < det(A) #0

2. Intal caso, 'unica soluzione (¢, ¢, ..., c,) € data da
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i

L det(A;|A,] ... [BlA;py] ...

|An)

! det(A)

con A, la j-esima colonna di A.

9 Matrici invertibili

Sia A una matrice quadrata.

Aéinvertibile < 347! : A . A=A4.4"1 = Id.

Teo:

1. Aeinvertibile < det(A) #0

2. Intal caso, A™' = (x;;) & data da

dove A, € la sottomatrice ottenuta da A togliendo la j-esima riga e la i-esima

colonna (complemento algebrico di a;;).

Concretamente, per calcolare A™!:

1. Traspongo A — A’

2. Calcolo la matrice dei complementi algebrici

det((A);;) det((A)),)
det((A")y;) det((A)y,)

det((At)nl ) det((At)nZ)

3. Aggiusto i segni moltiplicando i coeff. per (

4. Divido tutta la matrice per det(A)

det((AD)y,)
det((A"),,)

det((A"),,)

_1)i+j
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9.1 Matrici inverse e trasformazioni elementari

Un altro metodo per calcolare Uinversa € il seguente.

Ricordiamo che, se T'e una trasf. el. sulle righe, T(A) = T(Id) - A.

Proposizione: sia A quadrata.

A e invertibile se e solo se esistono una serie di trasf. el.
T (Ty— 1 (... (T(Ty(A))))) = Id.

Infatti poniamo C; :=T;(1d).

Allora,C, - C_y ... -C, - Cy - A= Id. QuindiC, - Cp_; - ... - C; = A7\

9.2 Relazioni fra invertibilita, determinante e rango

Sia A una matrice qualunque. Il rango di A & il massimo numeri di righe lin. indip.

di A el massimo numero di colonne lin. indip. di A.

Inoltre il rango di A & anche il massimo ordine dei “minori” non nulli di A.

Digressione: una sottomatrice di A € una matrice ottenuta eliminando righe e

colonne da A.

Def: un minore di A e il determinante di una sottomatrice quadrata di A.

Def: 'ordine di un minore di A é 'ordine della sottomatrice il cui determinante

¢ tale minore.

Nel caso che A sia quadrata inoltre:

Teo: det(A) # 0 < A éinvertibile < A harango massimo possibile uguale

all’ordine di A.
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10 Applicazioni lineari (omomorfismi)

Le funzioni insiemistiche non sono adatte per studiare spazi vettoriali. E necessario

considerare un sottoinsieme di tali funzioni che rispettino certe proprieta.

Def: siano Ve Wspazivett. e f : ¥V — Wuna funzione insiemistica.
Diremo che f e una funzione (o applicazione) lineare o omomorfismo se

valgono le seguenti proprieta:

1. f(51+52):f(51)+f(52) ,Vl_))l,l_jzeV
4 w

2. fA-D)=A-f@) ,VOeEV,AeK
|4 w

Corollario: f : V — Wlineare.

« f©y) =0y
f(@) =—f(©)
« SeU < V,allora f(U) < W

« Se H < W,allora fY{(H)<V
e Sia {uy,uy,...,u,} C U < Vsistema di generatori per U. Allora
{ f(4)), f(4y), ..., f(u,) } sono un sistema di generatori per f(U) < W.

F(X0, 4 -0;) = X, 4+ f(©) (f é completamente determinata dall’im-

magine di un sistema di generatori del dominio)

Oss: se { El, fzz, jzm } & un sistema di generatori per H < W, non e detto che

f~Y(H) < Vsia generato da f~1(Sy).

Es:

f R->R

Le funzioni lineari sono tutte e sole quelle del tipo f(x) =4-x,A €R
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Nel caso di R la sua base € un qualsiasi vettore di dimensione 1 diverso dal

vettore nullo (6).

Es:

fiR>5R

Se definiamo un omomorfismo nel seguente modo:

(x1,xp) = f(x1,x3)
(1,0) = 0
0,1)~ 0
a-(LO)+ -0, a-f(1,O)+p-f(0,1) =a-0+-0=0
questo viene chiamato omomorfismo nullo.

Se invece definiamo un’altra funzione lineare come;

(X1,x2) = f(xl,xz)
(1,0) > 31
0,1) » —log5

a-(LO+p4-0O, 1)~ a-f(1,00+p-f0,1)

Dunque
(-2, \/5) > 231+ /5 (~log5)
Es:
f i R? > R?
(X1, %) = <f1(x1,x2)’ fz(xl,xz))
dove
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fi i RZSR
fr i RZSR

Definiamo un omomorfismo nel seguente modo:

2,H)~ f(2,1)
0,1~ £(0,1)
a-C,D)+p- O, 1) a-f2,1)+p-f(0,1)

Oss: in generale se A € una matrice n X k, la funzione

fA : ka] N Rnxl

U= (v),0y,...,0,) > A-U (vettore colonna di lunghezza n)

e sempre lineare.

Teorema (di Grassmann 2): sia f : V — Wlineare. Allora
dim(V) = dim(f(V)) + dim(N(/))

dove N(f) e il nucleo di f (kernel), cioé f‘l(aw).

Corollario: siadim(W) = dim(V) finita, f : V — Wlineare. Allora

féiniettiva < feésuriettiva < f e biiettiva

Per dimostrarlo si usa

féiniettiva < N(f)={0,}
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10.1 Espressione di omomorfismi
10.1.1 In coordinate

Nel caso di sottospazi vettoriali:

V=R">U

e e A

ayxy+apxy+-+ap,x,=0

ari Xy +022x2 + - +aznxn =0
U=3(xp...,x,) €R" : < - >

(k1 X1 + agaXy + -+ ay,x, = OJ

-

Nel caso di omomorfismi invece:

fiR">RE
fl(xl,...,xn
X1
. fz(xl,...,xn
xn
fk(xl,...,xn)

con

fi : R" > R (lineari)

n
fi(xq,....x,) = Z“j'xj
j=1

10.1.2 Parametrica

Nel caso di spazi vettoriali:
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V (sp. vett. qualsiasi)

U= {{0V,,05,...,0,,...}) (base)

h
i=1

Nel caso di omomorfismi invece:

fiV->W, dim(V)=n

v, — f(0p)

basedi V'
v, — f(0,)

f (D) e calcolata scrivendo & = Y, 4; - 0; e poi f(0) = X7, 4, - f(D)).

10.1.3 Vantaggi e svantaggi

» Coordinate

- Vantaggi: posso stabilire facilmente se tanti vettori appartengono a U
e calcolare le immagini di tanti vettori
- Svantaggi: puo essere usata solo in spazi vettoriali euclidei R" e &

difficile trovare subito '’espressione in coordinate

« Parametrica

- Vantaggi: opposto degli svantaggi dell’espressione in coordinate
- Svantaggi: per stabilire se un vettore appartiene a U oppure calcolarne

'immagine, dobbiamo risolvere un sistema di equazioni lineari

Federico Zotti 35



Appunti di Geometria e Algebra Lineare 2024-07-01

10.1.4 Esempi

Es: simmetria assiale. 5; : R? - R? lineare.
y

Determiniamo s, in forma “parametrica”: scegliamo una base { 7,, 0, } di cui

possiamo calcolare facilmente le immagini s,(7,) e s,(7,).

S[(l_jl) = 51

51(Uy) = =0,

In questo caso |'asse di simmetria e definito come

apx+apHy=0 a a
l:{(x,y)ele: e Arg| ! 12=1}

ar X + ar,y = 0 dr; ax

Es: rotazione antioraria attorno all’origine per un angolo a.
In questo caso come base opportuna possiamo scegliere la base canonica

{e],e, }. Infatti

r,(1,0) = (cos a, sin )

re(0,1) = (= sina, cos )

Sia & = (x, y) un vettore qualunque di R>. Voglio calcolare r,(x, y):
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(x,))=A e+ é=x-¢ +y-e

Fo(X,y) = Ay - ro(€) + Ay - 1o(€5)

= Xx-(cosa,sina) + y - (—sina, cos a)

= (xcosa —ysina, xsina+ ycosa)

10.2 Matrice associata ad un omomorfismo
10.2.1 Primo punto

Siaf : V" > Wklineare.

Siano (;),-;... ., € (@,);=,... x due basi ordinate di V" e W* rispettivamente.

.....

[Vt wk

k

by = f(B) =) ay -
i=1
k

Uy = f(0y) = Zaiz'ﬁ)i

i=1

Sy

En'_)f(an):zain'

i=1

Def: A, (());=1.. 4 (@)1, k) € la matrice associata ad f e alla scelta di

.....

basi ordinate (v)) e (i0;) e viene definita come

i im0 Uiy
. . 021 a22 azn

Ap (@)jar,. o (@)imy, k) =
1 92 -+ Gkn

Dove ogni colonna si riferisce ai coeff. di ogni riga delle sommatorie sopra.
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10.2.2 Secondo punto

Dalla matrice A ((5j) , (@;)) mi posso ricostruire la funzione. Infatti, sia & € V"
e supponiamo di avere A, (7,); e (&;);. Voglio determinare f(9) in funzione di

questi dati.

dove

) b

n
o : | |h
ﬁi:Zaj-aij:z—esmocoef'fdlAf- 1=l
j=1 . .
&y ﬁk

Oss fondamentale: V" = R", W* = R, (7)) = (¢)), (@, = (€)) basi canoniche,
f 1 R" > R¥ lineare.

Supponiamo di avere A . Sia U = (x1, X,, ... , X,,).
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f(l_j)=f<zxj'gj)
j=1

= 2% /@)
j=1

:Zﬁlgl doveﬁi:Af.(xlaxzﬁ-'-axn)
= (ﬂ]’ﬁZa'“’ﬁk)
— A,

j=1%1 "%

3?:1 Qi Xil <oy . . . .
= e espressione in coordinate di f

n
j=1%j " %)

Guardare il video 9.7 (simmetria assiale in R?) e 9.8 (rotazione antioraria in

R?) sul canale Animated Math.

10.3 Formula per il cambiamento di basi

Teo: f : V" — W¥ lineare. V" avra due basi: (7)), e @);; e W* anche: (i0,);
(10));.

Allora

Ap (@), @),) = 07"+ A (@) @) - P

—

- - - k
dove P = (p,;) e Q = (q;) con v} = Ppj* Up € w; = Y, 4 Wy
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10.4 Teorema della composizione di omomorfismi

Teo: Vi w < U sono omomorfismi (dunque Vg—of U).

Le basi ordinate sono (,),, (0,);, (i,);.

Aoy (B) @);) = Agey () @);) - Agoy (D) ());)

=il
Corollario: Vi; Wf—> YV omomorfismo.

Le basi ordinate sono (z);, (i0;), (;);.-
Sihache f~'o f = idy,.

Dunque

Ap-r (@), @) = A7 (@, (@))))
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11 Prodotti interni

Def: un prodotto interno in uno spazio vettoriale Ve una funzione

VxV->K
(U1, T,) = Uy - Uy = (01, Uy)

con K campo degli scalari.

Notare che in questo caso (7, U,) non € il sottospazio vett. generato da

{ U,,0, }, ma eil prodotto interno.

Questa funzione deve soddisfare le seguenti proprieta:

L ) = (55 VhE e
2. <a51 + ﬂﬁz, M_j> = - (51,17)) + ﬁ . <52, LB) Va,ﬂ e K VI_))I,I_))z,IZ) evV
(bilinearita)

3. (U,0)>0sev#0
Oss:
« (0, @) = 0 (per bilinearitd)
« (=0, w) = —(0, w) (per bilinearita)
* Sia (7;);=1.._, C V" una base ordinata.
(0, w) = (Z?zl @ - Ujs ;lzl B;- l_jj> = ?zl ;=1 “iﬁj(ﬁia l_jj>'

Quindi, in analogia con gli omomorfismi, un prodotto interno € completa-

mente determinato dalla sua azione su (coppie di) vettori di una base.

In particolare, se chiamo P = ({7, 17.))”_, ho che
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B
. b

P

Def: la norma o lunghezza di & € Vrispetto a (, ) e definita come il numero

1611 = V{0, D).

La distanzadidda we || — V]|

Def: sia (V,(, )) uno spazio vettoriale con prodotto interno. Allora 5,0 € V'
sono detti ortogonali se (7, ) = 0.

U e w € Vsono detti ortonormali se sono ortogonali e hanno lunghezza = 1.

Oss: dato s t.c. 0 # 0 € (V,(, )) possiamo associare il suo versore definito

come ﬁ - U= Vg Infatti, [|[ V5| = (V5 V5) = - = 1.

Fatto estremamente importante: sia {¢;},_, , c (V".(, )) unabase orto-

normale. Allora, Vo € V", 0= Y7 4; - ¢€;.

Jj=1 J

Teo: sia (V,(, )), allorain Vesiste una base ortonormale { ¢; }.
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11.1 Prodotto scalare (euclideo)

Def: il prodotto scalare euclideo & definito come

R"xR" - R
X1l N
Y1 7
X2 | )2
( ; ) (xp e x,) | :in'yi
: - i=1
Yn
xn yn
conV =R".
Proprieta fondamentale:
(0, ) = ||o]] - [|0]] - cos 6

dove 4 e I’'angolo tra la semiretta da 0 per U e la semiretta da 0 per w. Per

convenzione, 0 € [0, ].

Oss:
1.
U, b, 0
% =cosf = 0 = arccos <%>
[lo]] - [lwl] o]l - [l
2,

Se||lw|]| =1 = (U,10) -cosh
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[ &
Wb
. N

Wi - Ceo B

11.2 Prodotto vettoriale

Il prodotto vettoriale e una funzione

R3x R3 - R3

(0, 0) » AW =0X W
Il prodotto vettoriale & definito solo in R!

Def: siano 7, 0 € R3. Il prodotto vettoriale 7 A 0 € R & definito dall’espres-

sione:

BZ(X1,X2,X3)
w = (y1,¥2,¥3)
€ & &
UA W = det X] Xy X3
i Y2 V3

gl -det...

= €1(xpy3 — X3),) — €x(X1y3 — X3¥1) + €3(x1 ¥, — Xo¥1)

= (sz’3 — X3Y2, X3¥Y1 — X1¥3, X112 — sz’l)
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Proprieta:
1. 5AW=-wAD
2. (X Ab) Aw=Y" A - (DA D)
3. (,UA W) = (0,0 Aw) =0
4. GAW=0 < G=a-woppure=p-0 pera,feR
5. ||oA®w|| = ||7]|-]|0]|-sin® dovedel’angolo “travew” = ||0AW]|| =

area parallelogramma con vertici 0, 0, w, U + 0

| Oss: il A non é associativo, cioe non e sempre vero che (DA W) AZ = DA (0 A Z).
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12 Geometria analitica

12.1 Vettore applicato

Supponiamo di voler calcolare l’area della regione R all’interno del parallelogram-
ma di vertici a, U, w0, Z.

IIc; A &|| & larea della regione delimitata dal parallelogramma di vertici
0,2,C5, ¢ + G5

Per applicare l’algebra lineare si puo traslare il parallelogramma in modo che un

suo vertice vada in 0. Per esempio a — 0.

Def: un vettore applicato in R" & una coppia (7, J,) € R" x R".

Spesso si disegna come una freccia:
0y

T

-

%)

| Oss: non si puo fare il prodotto vettoriale di due vettori “applicati”.

Idea: usare il prodotto vettoriale su dei vettori veri e propri associati a vettori

“applicati”.
Def: il vettore associato al vettore applicato (7,, 5,) € R" x R" e 4, — 5, € R".

Geometricamente corrisponde a:
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o » \A
= () “
\ (-_"‘I

o

Tornando al problema di prima, € possibile traslare il parallelogramma utilizzando

i vettori associati (¥ — a) e (10 — a).

1@ —a) A (@ - a)l

12.2 Rette in R?
12.2.1 Informa parametrica

E possibile esprimere una retta in forma parametrica.

parametrica . . . . .
—  corrisponde a vedere I come un traslato di un sottospazio vettoriale di

dim = 1.
Traslazione:
R? - R?
(x, )~ (,»+p
Dunque

l=lo+ﬁ

={A-0+p:1€R}
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con I, = (¥) dove p € R? e & una base di /.

Se v = (v;,vy)ep = (p;,Ppy),allora

I'={A;,0)+(p1,py) : AER}

= { (AUI +p1,ﬂU2 +p2) }

Questo permette di determinare se un punto appartiene alla retta tramite un

semplice sistema di due equazioni:

ﬁl)l + pP1=X .
x, €l = ha soluzione

Avy+py =y

Per “comunicare” una retta & abbastanza utilizzare la seguente notazione:

x(4) = Avy + pg
AeER

W(4) = Avy + py

Le notazioni sono equivalenti.

12.2.2 In coordinate

I={(x,y)) ER?: a;x+ayy=b cona; #0Va, #0}

12.3 Rettein R’

12.3.1 In forma parametrica

I=ly+5= (D) +F5
={A-0+p: 1R}

={(/101+p1,/102+p2,/103+p3) . AER}
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con la notazione equivalente

x(4) = Avy + pg
y(A) = Avy + py AeR

z(4) = Avy + py

12.3.2 In coordinate

apx+apy+apz=>b aj ap a
= (x,y,z)EIR3 : tale che rg 3 =2

ar X + arny + ar,3Z = b2 dy; Gy A4

12.4 PianiinR?

12.4.1 In forma parametrica

={al+po+p:a,peER}

= {((xvl+ﬁw1+p1,a02+ﬁw2+p2,av3+ﬁw3 +p3) . a,ﬁER}

con la notazione equivalente

x=a01+ﬁw1+p1
y=av, + pw, + p, a,peR

Z=(XU3+ﬂLU3+p3

12.4.2 In coordinate

H={(x,y,z2)€ER :ax+by+cz=d cona#0vb#0Vc #0}

Oss:

1. Hy={(x,y,z2) ER :ax+by+cz=0}
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| 2. Ilvettore (a, b, c) € ortogonale a H,ad H, e ad ogni s € H,

13 Perpendicolarita e parallelismo tra piani e rette

Richiamiamo:

« vew € R" sono perpendicolari se e solo se (def) (0,w) =0

« vew € R" sono paralleli se e solo se
(@,

-

ev=121
)

« Langolotradewed = arccos( Sl 0 €0, r]

|]-1120]|

Retta-retta: [ = (0) + p, s=(w)+q.
I1ls < (0,0) =
l||s & 0= Aw
Retta-piano: / = (0)+p, H={(x,y,2)€R> : ax+by+cz=d}
|1 H < 0] (ab,c)
| H < (0,(a,b,c))=0
Piano-piano:
e H ={(x,y,2) ta;x+bjy+ciz=d,}

* H2= {(X,y,z) : 02x+b2y+czz=d2}

H, || H, < (a;,by,c)) = May, by, c))

13.1 Rette sghembe

Le rette sghembe sono rette non parallele e senza punti di intersezione.

Date duerette/ = (J) + p, s = (w) + g, sono sghembe se e solo se Rg(b’|ﬁ§‘¢7—

1‘;’):3.
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13.2 Distanza tra punto e piano

dist(H, p) = dist(7, p)
=||p—ql|

= \/(P1 —q)*+ (P — @) + (p3 — q3)?

Con

H:{(x,y,z)E[R3 rax+by+cz=d} = (a,b,c) L H

Dunque g € la soluzione del sistema

((a,b,0)y +p retta L H perp

H
Che equivale aricavare A di

-

X = Aa+ p;
J y=Ab+p, A€eR
z = Ac + p;
kax+by+cz=d
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13.3 Distanza tra punto e retta

p el retta. Determinare ¢ € [ a distanza minima da p. Sia H il piano L [ per p.

Allorag= Hn1.

l=(0)+a

H={(x,y,z)€[R3 TUIX+0y+uv3z=d}

Determinare d in modo che H passi per p.

Hz={(x,5,2) €R? : vjx+ v,y +v3z =dj5}

g e la soluzione di

-

X = Aa+p;

y=2Ab+p, 1ER
J

zZ = Ac+ p;
(U1x + 0y + 03z =dj

14 Diagonalizzabilita

Motivazioni: usando trasf. elementari, data M determinavamo una matrice inver-
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tibile Ut.c. UM é a scala.
Data M quadrata, verificheremo se esiste Pinvertibile tale che P~! M P& diagona-

le.

Def: D-matrice quadrata e diagonale se d;; =0peri#j.

Def: una matrice A é diagonalizzabile se 3Pinvertibile tale che P! APé diago-
nale.

Ogni matrice del tipo 0~ ' AQ la diremo simile ad A.

Considerazioni:

1. P~' AP = D-diagonale.

i)

P”AP:DHAP:PDH(MH

P: (51 172

Aﬁz ‘Al_jn> = <All_jl

2252‘.”

Juli )

Quindi

Prop: A é diagonalizzabile <= 3n vettori lin. indip. J, € R" escalari 4, € R :

Esempio: sia ¢ : R? - R? la rotazione antioraria attorno a 0 di un angolo a.

Domanda: sia A = A (0;, w;). A e diagonalizzabile?

- Aédiagonalizzabile <= A’ = A (e}, ¢;) & diagonalizzabile

« Esistono & € R? taliche A'G = ¢(#))? No, quindi A’ non & diagonalizzabile

e A non e diagonalizzabile.

Notazione: tali J; sono chiamati autovettori di A e 4, sono chiamati autovalori

di A.
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o AD;— A0, =0 (A=A, -1d)-5,=0
— —_—
A1d-B; M

-

In generale, mi chiedo quando esiste v € R” : M - ¥ = 0 (con M matrice n X n).

Supponiamo che M siainvertibile = M-'Mi=M"". 0=0.
]

-y

v

Quindi,se A — 4; - Id éinvertibile, A non e diagonalizzabile, perché non puo avere
neanche un autovettori. Percio, e rilevante determinare le soluzioni dell’equazione
P,(x) = det(A — x - Id) che € un polinomio in x di grado n. Infatti 1 & soluzione di

P,(x) =0 < Aeunautovaloredi A, cioé < 37, £0: AU, = A-0;.

Notazione: sia A, unautovaloredi A. v, =1 autovettori di A associati a 4; (autovalore) }u

{ 0 } & chiamato autospazio associato a 4.

Siano 4; # 4; due autovalori di A. Si dimostra che

VﬂiﬂV’lj:{(_)'}

Quindi, dim(V;, + V) = dim(V; ) + dim(V, ).

Prop: A e diagonalizzabile < n = Zf.‘zl dim(V; ) (con k numero di autovalori

di A).

Ricordando che V; = N(f4_; 14)-

dim(V)) = n — dim(Imm(f4_, ;4))

rg(A—4;1d)

Teo: A e diagonalizzabile (su R) se e solo se

1. Ogniautovaloredi AéinRcioe P,(x) = a-(x—A4,)"(x—Ay)"™ ... (x— A )"

(con A; # A;sei # j)
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2. La molteplicita geometrica my(4;) = dim(VAi) deve essere uguale alla

molteplicita algebrica m,(4;) :=n; Vi

Oss: € sempre vero che 1 < mg(/li) <m,(4;) = n;.

Quindi, n; = 1Vi => A é diagonalizzabile.

14.1 Riassunto della procedura

1. Determinare gli autovalori reali di A, cioe trovare le radici realidi P,(x) =

det(A — x - I'd,). Questo puo avere due risultati:

+ Tutte le radici sonoin R = possiamo proseguire

+ P,(x) non si fattorizza in fattori linearisu R = A non e diagonaliz-

zabilein R
2. V4; 1 my(4;) > 1, calcolo my(4)) = dim(V; ) = n — rg(A — A;1d):

« my(4;) < my(4) => Anon ediagonalizzabile

« my(4;) = m,(4) => A ediagonalizzabile

3. Perdeterminare P : P~'AP = D diagonale, & necessario trovare basi di

V.. Vi, cioé una base di R" fatta da autovettori di A.

Sia{0J},...,0, } unatale base di R". Allora

p=(a1 B - |5 [ B 17,,1+2‘ 5., )
— . y
A, 0 0 0 0 0
0 4, 0 0 0 0
D=|0 0 4 0 O 0
0 0 0 0 4 0
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con n; volte A, n, volte A,, ..., finoa 4.

14.2 Teorema spettrale

Teorema spettrale: ogni matrice A reale simmetrica (¢;; = a;; Vi, j) € diagona-
lizzabile su R.
Inoltre, la matrice Pche diagonalizza A puo essere scelta ortogonale (cioe tutti i

vettori riga o colonna sono ortogonali tra di loro).

15 Regressione lineare

Guardare il pdf

16 Classificazione di coniche

O=1{(x,y) €R?: g X2+ qxy + @)* + q13% + g3y +q33 =0}

q(x,y)
e ’equazione che descrive ogni conica.
A g(x, y) associamo due matrici.
q12
A= 91 5
12
5 42
q13
A 2
A, = 923
0 2
413 923
2 2 1B
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In A, € contenuta A (come blocco in alto a sinistra).

Sono due matrici simmetriche e (secondo il teorema spettrale) diagonalizzabili.

16.1 Classificazione
16.1.1 Coniche non degeneri

Le coniche non degeneri corrispondono a quelle con il det(Ay) # 0.

1. Q éun’iperbole se e solosedet(4) < 0
2. O éuna parabolase esolosedet(4) =0

3. Qeéun’ellisse se e solo sedet(A) > 0

+ Seq,; = gy €qp, =0allora Q é un cerchio

* Se(q; + gqp) - det(Ap) > O allora Q € l'insieme vuoto

16.1.2 Coniche degeneri

Le coniche degeneri corrispondono a quelle con il det(4y) = 0.

1. O sono due rette che si intersecano se e solo se det(4) < 0

2. Q sono due rette parallele se e solo se det(A4) = 0

g 2 2

« Sono due rette distinte se e solo se gy, + ¢35 > 4(q11 + 422)933
.. . 2 2

« Sono due rette coincidenti se e solo se 75 + g5, = 4(q1; + 22)933

« Sono l'insieme vuoto se e solo se q123 + q§3 <4(qy1 + 920933

3. Q éunsingolo punto se e solo se det(A) > 0
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